CAPTIOLO 12
INTEGRALI DEFINITI

. 11 metodo di esaustione

Con P’espressione «metodo di esaustione» si fa riferimento ad un metodo
+ calcolare le aree ed i volumi di figure curvilinee, usato da Archimede
] III secolo a.C., ma risalente, secondo lo stesso Archimede, ed Fudosso
Cnide, vissuto nel IV secolo a.C. '

Abbiamo gia descritto nel paragrafo 40 il metodo che Archimede utiliz-
va per calcolare I’area di un cerchio, approssimando tale area con le aree
poligoni regolari di n lati inscritti (o circoscritti). Riferendoci a questo
empio, con la parola «esaustione» si vuole significare che un cerchio viene
empito, O «esaurito», inscrivendo in esso poligoni regolari di n lati, e
cendo poi tendere n all’infinito.

Descriviamo in questo paragrafo il metodo di esaustione con il lin-
1aggio moderno, facendo uso della teoria dei limiti, in modo da facilitare
comprensione del metodo generale che introdurremo nel paragrafo suc-
$SivO.

Calcoliamo con il metodo di esaustione I’area di un settore di parabola,
o& I’area della regione S che nel piano cartesiano x, y & compresa tra I'asse
elle x, il grafico della funzione f(x) = x* nell’intervallo [0, b], e la retta
rticale di equazione x = b (b > 0), come in figura 12.1.

Dividiamo l'intervallo [0, b]inn € N intervalli, [x,, XiJ, ciascuno di
mpiezza b/n, ponendo:

55.1) %, = O, xl=%b, Xp = = b, oy X = = b, x, = b.

Calcoliamo 'area della regi'o'ne tratteggiata nella figura 12.2. La regione

ratteggiata & unione di rettangoli. Il generico rettangolo ha per base l'inter-
allo [Xy_, %), di lunghezza uguale a b/n, ed ha per altezza il valore della
unzione in Xy_q, cio® f(Xg-1) = xt_; . L’area totale & data dalla somma delle
iree dei rettangoli componenti, cioé (il simbolo di sommatoria & stato
ntrodotto nel paragrafo 88):
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X
Figura 12.1
n n b b n
(95.2) Z f(xeq) (X~ %) = 2 X§—1 - = Z Xi—l .

k=1 k=1 nong

Nell’ultimo passaggio abbiamo semplicemente messo in evidenza il fat-
tore b/n, comune a tutti gli addendi della somma.

. Per facilitare il lettore osserviamo che la (95.2) si pud xiscrivere esplicitamente, senza
'uso del simbolo di sommatoria, nel modo seguente: . i D T ST

O ) () e 5
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La somma indicata nella (95.2) & un’approssimazione per difetto del-
'area della regione S. Analogamente otteniamo un’approssimazione per
eccesso considerando I’area della unione di rettangoli, come in figura 12.3.

Rispetto al caso precedente, stiamo considerando rettangoli con la
stessa base, ma con diversa altezza. Il generico rettangolo ha per base
Pintervallo [y, x,], e per altezza f(x,) = x,2. L’area totale in questo caso &
data da

n n b b
(95.4) Z £(x,) (% — Xyp) = z Xi - == Z Xi .
k=1 k=1 o 1
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Quindi abbiamo ottenuto le seguenti stime per difetto e per eccesso : 1”
dell’area della regione S: | '.[:
[
Ak
b < b < ht
(95.5) - Y x4y <areaS<- Y % Vn e N; n
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Figura 12.3
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la somma a primo membro & detta somma integrale inferiore, mentre quella
all’ultimo membro & detta somma integrale superiore.
Ricordando la definizione (95.1) di x,, valutiamo I'ultima sommatoria:

n n k 2 bz n
(95.6) RS I EED WSS
k=1 k=t \I |
la (95.5) si pud quindi riscrivere:
b3 n-1 b3 n
(95.7) = Y K<areaS<5 ) K.
I k=1 7 =1

Si verifica facilmente per mezzo del principio di induzione:
. .
95.8 kK»==n(n+1) (2o + 1).
95.8) Y K=gn@eD @ty

Sostituiamo questo valore nell'ultimo membro della (95.7), mentre a
primo membro sostituiamo il valore della somma corrispondente, cam-
biando quindi n con n — 1. Otteniamo:

b* (n - 1) n(2n - 1) b> nn+1) 2n+1)
(95.9) 3 3 < area S < 3 3 ;

ciog, semplificando:

P—B(n_l)(zn—l)<areaS<Pi(n+1)(2n+1) Vn e N.

6 n® 6 n®

(95.10)

Si calcola facilmente il limite per n — + o delle successioni che com-
paiono nella relazione precedente (si pud ad esempio dividere numeratore
e denominatore per n®). Dato che il limite del primo membro & uguale al
limite del membro a. destra, il comune valore (= b*/3) & I’area della regione
S. Abbiamo quindi ritrovato il risultato di Archimede: ’area del settore di
parabola S, come in figura 12.1, & data da

3

3
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Si noti cid che apparentemente pud sembrare una coincidenza: deri-
ando il risultato trovato rispetto a b otteniamo: :

| d
t95.12) e (area S) = b* .

Ciog, la derivata dell’area, pensata come funzione del parametro b, &
iguale al valore della funzione f(x) = x%, che ci & servita per definire la
egione S, calcolata per X = b. Chiariremo nel paragrafo 101 Pimportanza di
juesta apparente curiosita.

Nei paragrafi seguenti introduciamo I'integrale definito sulla base delle
dee sopra esposte.

96. L’integrale definito: interpretazione geometrica

‘integrale definito, nonostante abbia una interpretazione geometrica molto semplice e
significativa, risulta talvolta, dal punto di vista della definizione, un concetto matematico di
difficile comprensione per 1o studente. Per tale motivo abbiamo ritenuto opportuno posporre
al paragrafo 98 la definizione di integrale definito che, pur in una formulazione rigorosa, & €o-
munque presentata in modo semplice ed essenziale; nei paragrafi 98-100 viene completato
I'argomento con tutte le necessarie dimostrazioni.

Comunque, per facilitare il lettore che per la prima volta si avvicina al concetto di inte-
grale definito, ne premettiamo in questo paragrafo' linterpretazione geometrica. Ad una
prima lettura, dopo il presente paragrafo 96 ed il successivo 97, si potra saltare al teorema
fondamentale del calcolo integrale, proposto all'inizio del capitolo 13.

Sia f(x) una funzione continua in un intervallo [a, b]. Con riferimento
alla figura 12.4 definiamo gli insiemi

(96.1) - A={xyrasxsb0sys £(0)) 3
(96.2) B={xy:asxsh, f(x) <y < 0}.

Un punto di coordinate (x, y) appartiene allinsieme A sex e [a,bleye
4 [0, f(x)];in particolare & necessario che I'intervallo [0, f(x)] sia non vuoto, ciog

| & necessario che f(x) sia maggiore od uguale a zero. Quindi Iinsieme A pud
| essere definito equivalentemente nella forma

©63) .  A=[xy: xe[ad. )20 Yye [0, f(])

i e, analogamente, linsieme B pud essere definito equivalentemente nella
4 forma ‘

ERUTIE- W




280 Capitolo 12

(96.4) B={(x,y): xelab], f(x)<0, ye [£(x), 0]}.

>

y =f(x)

_ b

a

97|0B82073665912.4

A 4

_

Figura 12.4

Quindi, in particolare, se per ogni x € [a, b] risulta f(x) > 0 (come in
figura 12.5) allora I'insieme B & vuoto; mentre, se f(x) < 0 per ogni x € [a, b],
allora I'insieme A & vuoto (figura 12.6). Gli insiemi A e B sono detti rettango-
loidi relativi alla funzione f(x) nell’intervallo [a, b].

A ,QE’, g
g a b %
\ B
A /
\\\\\ \ g
- a b x y =f(x)
Figura 12.5 Figura 12.6

E importante tenere presente (la dimostrazione & fornita nel paragrafo
99) che & sempre possibile definire I’area degli insiemi A e B nel caso in cui
Ja funzione f(x) sia continua in tutto Iintervallo chiuso e limitato [a, D].
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L’area, in linea di principio, si calcola in modo analogo a come fatto nel
paragrafo precedente per il settore di parabola.

In breve cio si enuncia dicendo che ogni funzione continua f(x) & integra-
bile in ogni intervallo chiuso e limitato [a, b]. In tal caso l'integrale definito tra
a e b (indicato con il simbolo a primo membro della (96.5)) & dato da

b,
(96.5) J f(x) dx = area A — area B.

a

In particolare, se f(x) > 0 per ogni x € [a, b], allora I'area dell’insieme B
vale zero (analogamente se f(x) < 0 in [a, b]); quindi

b .
(96.6) f(x) 20, Vxe [a,b] = J f(x) dx = area A,

a

b
(96.7) f(x) <0,Vxe [a,b] = f f(x) dx = — area B.

a
Ad esempio, secondo la (96.6), I'area del settore di parabola S in figura 12.1, delimitato
dalla funzione f(x) =%, in base al risultato (95.11), si esprime con I'integrale dgﬁn’i;toi‘

(%6.8) = o SRS J 'xzdx=a}ieaS='g—".f”ﬁ '
0 S 3

97]0882073665912.7 )

Figura 12.7

Come ulteriore esempio consideriamo Pintegrale definito della funzione f(x) = sen X
nellintervallo [0, 2x]. L'integrale & nullo perché, con riferimento alla figura 12.7, 'area
dell’insieme A & uguale all’area dell’insieme B:

1
!
i
1
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2m
(96.9) J sen X dx = area A —area B = (.
0 : :

Quanto vale I'integrale definito della funzione sen x nell'intervallo {0 :rc] ? In . altre
parole, quanto vale I'area dell’insieme A in flgura 127 7 -

Con il metodo di esaustione si potrebbe giungere al risultato, che peraltro e deterrmnato
per altra (pilt semplice) via nel paragrafo 102. Limitiamoci in questa sede a valutazioni per
eccesso e per difetto: con riferimento alla figura 12.8, I'insieme A & contenuto nel rettangolo
R avente per base Uintervallo [0, n] e altezza lunga 1; quindi: '

T
(96.10) L j sen x dx = area A < area R = .
: b SR TN SR
Con riferimento alla figura 12.9, I'insieme A contiene il triangolc; T, di base [0, =] e
I'altezza lunga 1; p&rcid:

4

(96.11). j'scnxdx=areaA>areaT=g—;
0 o
y A g y 4 é“
T X ’\ o :
R
MMM .
__ZE_ “x X . —73 7 X
2 2
Figura 12.8 o © Fgma129 T

Quindi, I'integrale della funzione sen x, nell’intervallo [0, _m], & uﬁ nunier’o" Eorhpre’sé tra
w/2 = 1.5... e ;v = 3.1...; verificheremo alla fine del paragrafo 102 che I'integrale & uguale a 2.

E utile considerare Iintegrale definito anche se il primo estremo di
integrazione non ¢ minore del secondo estremo di‘integrazione. In tal caso
poniamo:

b a

(96.12) J f(x) dx = - J f(x) dx (a > b); 4
a b

(96.13) j £(x) dx

a

il

il
©
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Quindi’ I'integrale definito di f, diviso per b —.a, & un numMEro y com-
preso tra il minimo ed il massimo della funzione f. Per il secondo teorema
dell’esistenza dei valori intermedi (paragrafo 56), la funzione f assume tutti i

valori compresi tra m ed M. In particolare f assume anche il valore y. Percio
esiste un punto Xy € [a, b] per cui f(x) =y, cioe: '

- . b ’ :-’ |
©75) ) gy | M0

che equivale alla tesi (97.2).

98. Definizioni e notazioni

Nel prosieguo si studia in maniera pilt approfondita la teoria dell’inte-
grazione definita introdotta nei precedenti tre paragrafi. In prima lettura il
presente paragrafo ed i successivi possono essere saltati e rinviati ad una
successiva fase di approfondimento.

Sia f(x) una funzione limitata nell’intervallo chiuso [a, b] di R.

Una partizione P di [a, b] & un insieme ordinato costituito di n + 1 punti
distinti Xq, Xgpe-rr Xp cOn 0 € N, tali che

(98.1) A=K <X <.<X<.<X=b
Quindi, per definizione, risulta P = {%Xg » Xq seees Xp)-

individuano n intervalli [Xe1s %), con k =1, 2,..., n.
Per ogni partizione P di [a, b], poniamo

Glin + 1 punti
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(98.2) my = inf {f(x): x € [x; , X}
(98.3) | M, = sup {f(x): x € [x; » X ]})-

Definiamo poi le somme (integrali) inferiori

(98.4) s(P) = > my (% — Xiy)
k=1

e le somme (integrali) superiori

(98.5) S(P) = Z My (% = Xyq)-
k=1

* Se la funzione f(x) & positiva in [a, b], le somme integrali hanno il chiaro
significato geometrico di somma delle aree dei rettangoli rispettivamente
inscritti e circoscritti, come in figura 12.13. Si noti perd che s(P), S(P) sono
definite, indipendentemente dal significato geometrico di area, anche se
f(x) non & positiva nell’intervallo [a, b].

Figura 12.13

Dato che m, < M, per ogni k, dalla definizione risulta che

(98.6) s(P) < S(P), v P.

. Pil in generale, vale il seguente
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LEMMA. — Sia m < f(x) £ M per X € [a, b]; per ogni coppia di
partizioni P, Q di [a, b], si ha

(98.7) m(b — a) < s(P) < S(Q) < M(b — a).

Dimostrazione: poniamo R = P U Q, ciot indichiamo con R la partizione che si ottiene
-endendo contemporaneamente i puntidi Pe i punti Q. Cominciamo col confrontare fra loro
somme integrali inferiori s(P) e s(R). Supponiamo, per semplicita che R contenga un solo
into x in piti di P e siano xg_. X due punti consecutivi della partizione P tali che X e [Xpt1. Xk)-
oniamo

8.3)
)3.9)

El
il

- inf {f(x): x € [ X - X
inf [f(x): x € [X, % ]}-

=1

Al

2

_le somme inferiori s(R) e s(P) differiscono per pochi termini; precisamente:

s(R) - s(P) =
8.10)  _ _ _ _
= [my (X = %) + My (% = X)] = my (X = Xg)-

ssendo m; = my, my 2 my, in quanto Pinsieme dei valori f(x) per x € [, Xi] contiene sia
nsieme delle £(x) per x € [Xg. X], sia llinsieme delle f(x) per x € [x, xi], otteniamo: N

8.11) s(R) — s(P) = my (X = Xy + X — X = X + Xey) = 0.

Si procede in modo analogo se la partizione R contiene pilt di un punto rispetto alla
irtizione P. Quindi

8.12) S s(P) < s(R).
Analogamente si dimostra che

8.13) . ' S(R) < S(Q).

Da tali relazioni e dalla (98.6) si rigqva

18.14) ‘ s(P) < s(R) € S(R) < S(Q).

. concludere la dimostrazione del lemma, basta provare che, per ogni partizione R di [a,
, risulta '

8.15) m(b — a) < s(R) < S(R) < M(b - 2).
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Limitiamoci a provare la prima disuguaglianza di (98.15). A tale scopo basta applicare il
ragionamento, che ci ha permesso di ottenere la (98.14), alla partizione banale P = {a, b};
infatti risulta R = P, ovvero R ha almeno un punto pit di P, : »

Indichiamo ora con A Pinsieme numerico descritto dalle somme inte-
grali inferiori s(P) al variare delle partizioni P dell’intervallo [a, b] e con B
I'insieme delle corrispondenti somme superiori:

(98.16) A ={s(P)}; B = {S(P)}.

Dal lemma precedente segue che i due insiemi A e B sono separati, cioé a <
b per ogni a € A, b € B. Dall’assioma (2.11) di completezza segue che
esiste almeno un numero reale ¢ maggiore o uguale a tutti gli elementi di A
e minore o uguale a tutti gli elementi di B.

Supponiamo che tale elemento c sia 'unico elemento di separazione fra
A e B; in altre parole, posto

(98.17) s(f) = sup {s(P): P partizione di [a, b]} ,
(98.18) S(f) = inf {S(P): P partizione di [a, b]},
supponiamo che risulti |
(98.19) c = s(f) = S();

allora diremo che f(x) & integrabile secondo Riemann in [a, b].
In tal caso I’elemento di separazione c si indica con

b

(98.20) J- f(x) dx

a

e si chiama integrale definito di f in [a, b].
Dal lemma precedente segue banalmenté che, se‘f(k)b & ﬁ’né funzmnecostaute,conf(x):
m per ogni x € [a, b], allora R I R L AL g

0821 BECES T

Dalle proprieta dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore si ricava
~ poi il seguente: ~
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TEOREMA. — Una funzione f limitata in [a, b] & ivi integrabile secondo
Riemann se e solo se, per ogni € > 0, esiste una partizione P di [a b] tale
che

(98.22) S(P) - s(P) < &.

L’integrale definito di una funzione ha un notevole significato geome-
trico. Ad esempio, se f(x) & una funzione positiva, integrabile nell’intervallo
chiuso [a, b], qualunque sia la partizione P = {x;, X; ,..., X,} di [a, b], la
somma s(P) rappresenta ’area di un plurirettangolo (cioé di una unione di
rettangoli) contenuto nell’insieme

(98.23) S={®17y) € [ab] xR O <y< k)

mentre la somma S(P) rappresenta I’area di un plurirettangolo contenente S
(si veda anche la precedente figura 12.13). L’insieme S prende il nome di
rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione f(x).

Il teorema precedente afferma allora che, nelle nostre ipotesi, si pos-
sono trovare un plurirettangolo contenente S ed uno contenuto in S le cui
aree differiscono per meno di & Dunque & ragionevole attribuire a S
un’area uguale all’elemento di separazione tra le aree dei plurirettangoli
«inscritti» e quelle dei plurirettangoli «circoscritti». In altre parole, pos-
siamo affermare che, se f(x) & positiva e integrabile, I'area del rettangoloide
di base [a, b] & uguale all’integrale (98.20).

Concludiamo il paragrafo con alcune notazioni e definizioni, utili per il
seguito. Nell’espressione (98.20) i numeri a, b si dicono estremi di integra-

zione, la funzione f si dice funzione integranda la variabile x si dice varia-
' bile di integrazione.

Si noti che'il risultato dell’lntegrazmne non dipende da x, cio¢ non &
una funzione (non costante) di x, ma & semplicemente un nuinero reale.

E utile considerare I'integrale definito (98.20) anche se il primo estremo
di integrazione non & minore del secondo. Come gia indicato nel paragrafo
96, poniamo:

b - a

(98.24) J f(x) dx = - J f(x) dx (a > b);
' a b

(9825) f f(x) dx

a

il
@
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99. Proprieta degli integrali definiti

Esaminiamo alcune semplici proprieta dell’integrale definito di una fun-
zione integrabile secondo Riemann in un intervallo chiuso e limitato. Co-
minciamo con una proprietd che ha un chiaro significato geometrico
quando si interpretano gli integrali definiti di funzioni positive come aree di
certe regioni piane. In tale contesto la proprieta di additivita corrisponde al
fatto che I’area della unione di due regioni piane prive di punti in comune &
uguale alla somma delle due aree (si veda anche il paragrafo 97).

ADDITIVITA DELL’INTEGRALE RISPETTO ALL’INTERVAL-
LO. — Se a, b, c sono tre punti di un intervallo dove la funzione f(x) &
integrabile, allora

b c b

(99.1) ; J f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx.

a a c

Dimostrazione: se due, tra i tre punti a, b, ¢, coincidono fra loro, allora
la tesi (99.1) segue dalle definizioni (98.24), (98.25). Altrimenti, conside-
riamo preliminarmente il caso in cui ¢ sia un punto interno all’intervallo [a,
b]. Se Py, P, sono partizioni rispettivamente degli intervalli [a, c], [c, b],
allora P = P; U P, & una partizione dellintervallo [a, b] e risulta:

(99.2) -~ s(P) =s(Py) + s(P,); S(P) = S(P;) + S(P,).

Da cio segue facilmente la tesi. I casi rimanenti (ad esempio con b interno
allintervallo [a, c], ecc) si riconducono al caso gia trattato, tramite la (98.24).
Un’altra proprieta notevole che non dimostriamo per brevita & la:

| LINEARITA DELL’INTEGRALE. — Se f, g sono funzioni integrabili
in [a, b] e se ¢ & un numero reale, anche f+g e c - f sono integrabili in
[a, b] e risulta

b b b

(99.3) J [£(x) + g(x)] dx = f f(x) dx + j g(x) dx:
‘ ' b b
(99.4) J c-fx)dx=c- f f(x) dx.

a a
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Dalla definizione di integrale segue facilmente anche la seguente pro-
prieta:

CONFRONTO TRA INTEGRALIL — Se £, g sono funzion: integrabili
in [a, b] e se f(x) < g(x) per ogni X € [a, b] allora

b b

(99.11) J f(x) dx < J- g(x) dx

a a

Dato che Pintégrale definito della funzione identicamente nulla & zero, dalla proprieta
precedente si deduce che:

. L b
(99.12) o f(x.20 = J f(x) dx 2 0 (a < b).

Infine, utilizzando le disuguaglianze

99.13) | — R S B < L Vx € [a, bl.
ancora dalla proprieta di confronto (99.11) e dalla (99.4) con ¢ = — 1, si deduce
‘" b - b b,
(99.14) - J 5] dx < J f(x) dx < J 50! dx,
R . ] “a " Ya N

che, in base alla equivalenza (9.9) relativa al valore assoluto, si scrive anche nella forma:

b

J f(x) dx

a

b

< J [f(x)} dx (a < b).

a "

(99.15)

100. Uniformé continuita. Teorema di Cantor

Allo scopo di dimostrare che una funzione continua in un intervallo
chiuso e limitato risulta integrabile secondo Riemann in tale insieme, intro-
duciamo in éluesto paragrafo il concetto di uniforme continuita.

Sia f(x) una funzione continua nell’intervallo I di R. Allora, per ogni Xg
e I e per ogni € > 0, esiste & = 8(xg, €) > 0 tale che,se xe Ie |x — %ol < &,
risulta Jf(x) — (%)l < &.

Tale numero & dipende, in generale, sia da € che da x,.
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in simboliz
(100.7) ¢ 3g,>0:V6>0,3x ¥ € [a b vale (1006)

Scegliamo & = 1/n,conne N, e mdxchlamo con xn , Xl comspondentl punti di [a, b] per CUI.
vale la (100. 6) abbiamo qumd1 ‘ '

g, >0 VneN 3Ix,xj€ [a, b

(100.8)

! , :
Ix, — ¥l < . If(x“_) (X2 5.

i Per il teorema di Bolzario — Weierstrass (paragrafo 61) esiste una successione x,, , estratta da

X, convergente Verso un punto xy € [a, b]; inoltre, essendo

B - l , 1 - o .

(100.9) - Xy = —.< Xy < x“ + — . vk e N,
- . son” 8 K nk : R

per il teorema dei carabinieri anche x’, converge ad xp per k = + o

Dail’ 1potesn di continuita di f(x) segue

100.10) klm [f(x,) — B )l = f(Xn) - f(Xu) = 0

(10011) 16(x,) — ()l >e. ¥ k‘e'lN. '

101. Integrabilita delle funzioni continue

Dimostriamo il seguente teorema di

INTEGRABILITA DELLE FUNZIONI CONTINUE. — Sia {(x) una
funzione continua in [a, b]. Allora f(x) & integrabile secondo Riemann in
[a, b].

‘Dimostraziohe: per il teorema di Cantor, f(x) & uniformemente continua
,:percm fissato & > 0, esiste & > 0 tale che

oy .lf(X)-f(X')l<ub




294 Capitolo 12

per ogni coppia di punti x, X’ € [a, b] tali che |x —x’| <. Se P & una partizione
di [a, b] P ={x,, X[ ».., X,}, conxy=a, x,,—b tale che |x; — x| <& per
ogni k = 1,..,n, alIora, posto

m, = inf {f(x): x €[x,_, ,xk]},
(101.2)
M, = sup{f(x): x €[x; » x ]},

risulta per la (101.1):

Y k=1,.n,

e percio

S - s(P) = Y (M - my )k — ) <
k=1 )
(101.3) '

. n '
£
< X = Xel) = &

dal teorema del paragrafo 98 segué I'asserto.

102. 1 teoremi della media

(PRIMO) TEOREMA DELLA MEDIA. — Sza f una funzione limitata
ed integrabile in [a, b]. Allora

b
(102.1) m(b — a) < J f(x) dx < M(b — a),

a

ove m = inf {f(x):x € [a, b]}, M = sup {f(x)x € [a, b]}.

Dimostrazione: I'integrale definito & I’elemento di separazione delle
somme integrali inferiori e delle somme integrali superiori; percid, qua-
lunque sia la partizione P dell’intervallo [a, b], si ha
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b :
(102.2) s(P) € J f(x) dx < S(P).

a

Scegliéndo la partizione banale di [a, b}, costituita dai soli punti a, b (P = la,
b)), risulta

(102.3) s(P) = m(b — a), S(P) = M(b —2),
che, insieme alla (102.2), da la tesi (102.1).

11 significato geometrico del teorema che segue & stato ampiamente
discusso nel paragrafo 97,

(SECONDO) TEOREMA DELLA MEDIA. — Se £(x) & continua in [a,
b], esiste un punio Xo € [a, b] tale che

b

J f(x) dx = f(xg)(b -~ a) .

a

(102.4)

Dimostrazione: per il teorema di Weierstrass (paragrafo 56) esistono il
valore minimo m ed il valore massimo M di (x) in [a, b]. Dividendo per b—a
L G 0) tutti i membri della tesi (102.1) del primo teorema della media,
i abbiamo
' ~b
J f(x) dx <M
a

(102.5) e m< ——
percio il valore medio y di £(x) in [a, b, definito da.

b

[ 0 4

a

1

— a

102.6 ' =
(1026) Y= 5
& un valore compreso fra il minimo m ed il massimo M di f(x) in [a, b]. In

base al secondo’ teorema dell’esistenza dei valori intermedi (paragrafo 56),
esiste Xo € [, b] tale che f(xo) =¥, che, ricordando la definizione (102.6) di

y. equivale alla tesi (1024).




