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A titolo di esempio verifichiamo che

(46.8) , g D @S

0;
pe3ie  3MEH L

infatti si tratta del limite del prodotto della successione limitata a, = (- 1)“‘ per la succes-
sione infinitesima

n+5 "1/n+5/n2

46.9) = -
[(469) " 3nt+1 3+ U0’

Come ulteriore esempio verifichiamo che

sen n
=0

(46.10) lim
n—>4oo n

(il lettore non confonda questo limite con quello proposto in (47.17), uguale a 1; nel limite in
(47.17) 1a successione a, converge a zero, mentre la successione in considerazione in (46.10)
& sen ag/ay, con a, = It —> + o).

1l limite in (46.10) & zero perché limite del prodotto della successione limitata
a, = sen n (la, | = |sen n| <1, ¥ n € N) per la successione infinitesima b, = 1/m.

47. Alcuni limiti notevoli

In questo paragrafo esaminiamo alcuni esempi di limiti particolarmente
importanti. Cominciamo con (a € R fissato):

+oo se a>1

_ | se =1
(471) lim a" = 0 se —l<axl

n—>4eo
non esiste se a<-1
Se a > 1 & possibile utilizzare la disuguaglianza di Bernoulli (12.5):
412) ‘ a2z 1 + nfa~1).
“Dato che a1, il secondo membro tende a + oo sen — +os) per il teorema di confronfo

(45.9) anche 2" - f . Icasia=lea=0 sono ovvi. Se a & diverso da zero e compreso tra
=1, 1(0 <lal < 1), risulta 1/lal > 1, e quindi dal caso gia trattato otteniamo: :

(47.3) o lim [a"|= lim - =
no2tee Ao (1/la|)n

Se a = — 1 si riottiene il limite (41.18). Se infine a <= 1, s vede che la successione con
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e 2k ; Rl |

esponenti pari a® — + oo, mentre la successione con espornenti dispari a Ml per k —+
o B g Sn o . . N N .

o5, Percio non esiste il limite perni=> +es di a : Si noti che invece esiste, ed ¢ uguale a + . il

limite di [a"], se a < — 1: infatti si ottiene la successione |a"|, che ha per base a] > 1.

Proviamo ora che, se a ¢ un numero reale positivo, risulta

: 1
(47.4) ' lim a=lim a"=1

n—>+co N—>+oo

Notiamo preliminarmente come sia facile ricordare il limite (47.4) per
mezzo dei passaggi: Ya = a'™ — a° = 1.

Dimostrazione della (47.4): nel caso a2 1. si-ha '\fa 2 1. Poniamo'b, = \/5 =] 5 risulta
b, 2 0 e inoltre, sempre per la disuguaglianza di Bernoulli:

@15 ‘ a=(+b ) 2l+nb,.
Percio
416) ; 0<b <(a-1)n

Dal tc;orema dei‘cak‘r’abinieri segue che b, > 0 cio¢ che V; =1 Se0<a<l,alloral/a>
1 e quindi, per quanto gia dimostrato,

(477) ‘ Ya=— > 1.

Dimostriamo ora che, se b € R, risulta

(47.8) lim in° = 1.

n—>+o0

E‘s‘am‘ini’amo _preliminarmente il caso b= 1/2. Procedendo come fatto in preé'edenza,
poniamo b, = {n'? — 1 > 0. Utilizzando ancora la disuguaglianza di Bernoulli, otteniamo

(47.9) | fi=(tb)y=1linb,

Percio
‘

(47.:1‘0) . 0<b < = 2 e )

Quindi b, — 0, ciog {n'2 = ' 1.
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Alcuni quesiti per il lettore: perché si & scelto il valore b = 1/2 7 La dimostrazione
proposta non funziona se si scegliec b = 1; perché? Quali altri valori di b, oltre b = 1/2,
possono essere scelti in modo che la dimostrazione funzioni?

: : B + <1 n N2 )
Consideriamo ora il caso in cui l'esponente b e Z. In tal casoyn” = (Yn'?)” — 17 = 1.
Per trattare il caso generale b e R; introduciamo la funzione parte intera di X:

(47.11) [x] = il pit grande intero minore od uguale ad X.

Se b e R, abbiamo [b] <'b < [b} + 1, e quindi

(47.12) Bl < b < bR

Ancora, per il teorema dei carabinieri, si ottiene la tesi (47.8).

Esaminiamo ora tre limiti relativi alle funzioni trigonometriche. I primi
due sono:

(47.13) a, >0 = sena, — 0
(47.14) a, >0 = -cosa, - L

Ad esempio sen (1/n) — 0, cos (1/n) — 1, perché 1/n — 0.

Dimostrazione della (47.13): dato che a, converge a zero, per la definizione di limite
esiste un indice v per cui |a_|<x/2 per ogni n>v. Per tali valori di n, utilizzando la disugua-
glianza' (10.8), otteniamo ‘

(47.15) 0 <fsen a | =sen:a| < fal.

Per la proposizione del paragrafo precedente |a [—0; per il teorema dei carabiniert, {sen a,
—0. Infine, ancora per la proposizione del paragrafo precedente sen a —0.

Dimostrazione della (47.14): si perviene al risultato dalla (47.13), utilizzando la relazione

cos x = = 41 —sen® x . Allo scopo di stabilire il segno nella relazione precedente, indi-
chiamo con v Pindice tale che risulti = m/2 <.a. € w/2 per ogni n > v (v esiste per la

definizione di limite, dato che a, —> 0). Per tali valori di n risulta cos a, = 0 e quindi

(47.16) cos a, = \1 —sen’ a, . Vn > v.

Avendo gia provato che sen a, —> 0, ne segue che by = 1 = sen” a; — 15 la tesi ¢ infine
conseguenza del fatto che \/‘t;; SAl=1.

Il terzo limite di funzione trigonometrica che prendiamo in considera-
zione ¢&:
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sen a,

(47.17) a, > 0,a,#0Vn = - 1.

n

Notiamo- che, dato.che a; — 0, (sen-a, )/a. & una forma indeterminata.
Cominciamo col: dimostrare che

S€Nn: X

(47.18) 0<xl< g = : COS X' <

Infatti, se x & positivo, dalla (10.8) si ottiene

sen X
sen X <X < tg. X =

€os X
da cui; dividendo per sen x (che & positivo) e prendendo gli-inversi, si ha

(47.19) Cleosx e X

Se invece:x & negativo, applicando a — x Ia (47.19) si-ottiene

sen (= x) sen X

COS X =08 (= X) < <1

= X X

dunque la (47:19) vale anche se x & negativo e la (47.18) & dimostrata.
- Data che a -0, per la definizione di limite esiste un indice v tale che |a |<m/2 per ogni
n>v. Dalla (47.18) si ottiene

seil ay
Ccos an<

<1, Vonisiv.
a

Pern —s + oo, °cos a, = 1. La tesi (47.17) discende quindi dal teorema dei carabinieri.

Applichiamo:il risultato appena dimostrato: per concludere 'argomento del paragrafo
40, cio& per provare che Parea del cerchio di raggio 1 & uguale a nt. Ricordiamo che; dato un
cerchio diraggio 1, per definizione n ¢ la lunghezza della semicirconferenza, mentre I'area
del cerchio & il limite, per n — + <o, delle aree dei poligoni regolari di n lati inscritti. In base
alla (40.2)-si- ottiene

(47.20) area del cerchio di raggio 1 = lim 4 sen 21 ;
n

nN=4oo
Dato che, per n.— 40, la successione 2m/n tende a zero, siamo nella situazione del
limite notevole (47.17) ¢ quindi

(4721) aréa del cerchio di ragsio. 1= lim xS o

e 2m/m




