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FATTORIZZAZIONE QR
TEORIA ED ESEMPI APPLICATIVI

Marco Cappicciola

Sommario

Nella presente trattazione viene affrontato uno dei probtipici relativi al trattamento
di dati sperimentali, normalmente affetti da errore. Neloacen esame é stato implementa-
to un metodo, quello dei minimi quadrati, sviluppato dalle ®asi. L'analisi del metodo
parte percio dalla fattorizzazione QR, algoritmo scelto Iperisoluzione dei sistemi so-
vradimensionati, tipici dell’'approssimazione di funziomediante polinomi, passando poi
alla metodologia per risolvere sistemi di tale tipo, perérdon lo sfruttare tale possibilita.
Questo lavoro é corredata di sorgenti tramite i quali soati 8hplementati gli algorit-
mi sviluppati, nonché da una sezione di test, mediante i gualverificata la capacita di
compiere le operazioni richieste unitamente all’evidanine del carico computazionale

necessario.
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1 Introduzione

Nell’analisi e nell'utilizzo di dati sperimen-
tali si ha normalmente a che fare con misu-
re affette da errori, anche se le relazioni che

precisione. Cio significa, tra le altre cose,
che un problema considerante le suddette re-
lazioni non e il problema che si vorrebbe in
realta risolvere:

Ax=Db — A(x+dx)=(b+db) (1)
in cui il vettoredb € proprio I'errore che puo
essere attribuito, per esempio, alle grandez-
ze misurate, mentréx e la perturbazione
che ne deriva sulla soluzione del problema
in oggetto.

In tal modo quindi si puo scrivere, utiliz-
zando una norma matriciale consistente:

AdX = db

-1
[13x]| < [|A™7]] - [|ob]
In questo modo, definendowumero di
condizionamentdi una matrice la quantita:
-1
K(A) = [[A[ IA~]

si ricava:
13D

o]

[3x||

Il

K (A) (2)
Si noti come I'errore relativo della soluzione
dipenda fortemente dagli errori presenti nei
termini noti del problema, secondo un fatto-
re di amplificazione che dipende dalla natura
stessa del problema attraverso la matAce

E’ evidente quindi come diventi utile se

legano le grandezze in gioco sono note con non necessario avere a disposizione piu re-
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lazioni di quante siano effettivamente le in-
cognite del problema, in modo da poter, in
gualche modo, attenuare I'effetto che gli er-
rori sperimentali hanno sulla soluzione che é
possibile calcolare.

Un problema in cui il numero delle equa-
zioni supera quello delle incognite, cioé un
problema dettcsovradeterminatonon puo

PoichéQ"Q = QQ' = si pud scrivere:
Q'QRx=Q'b

e percio:
Rx=Q'b=c

Il problema di risolvere un sistema lineare si
traduce percio nel trovare la soluzione di un

essere, in generale, risolto in senso classico problema del tipo:

qguando i dati siano affetti da errore. In un
caso simile il sistema potrebbe non avere so-
luzioni, e dunque non e possibile utilizzare,
come metodo di risuluzione, quello di Gauss
ovvero mediante fattorizzazione LU.

Si parla allora dproblemi ai minimi qua-
drati, e si utilizzano metodi in grado di trova-
re una soluzione per cgia minimo lo scar-
to quadratico medio tra il primo e secondo
membro del sistema:

min ||Ax — bl|2

XeRN

@)

Uno di questi metodi prevede la fattorizza-
zione della matrice (rettangolare) del siste-
ma in esame mediante due matrici, delle
guali una e triangolare superiore e l'altra &
ortogonale: tale fattorizzazione € detta QR.

La capacita di risolvere un sistema sovra-
determinato si traduce quindi nella possibili-
ta di approssimare leggi sperimentali quando
i dati noti siano affetti da errori.

2 FattorizzazioneQR

Ogni matrice A mx n, sia essa quadrata
o rettangolare, puo essere fattorizzata nella
forma:

A=QR

in cui la matriceQ, di dimensionim x m,

e ortogonale, mentrdR, delle stesse di-
mensioni diA, € una matrice triangolare
superiore.

Realizzando una fattorizzazione di que-
sto tipo, la matricé\ puo essere sostituita dal
prodottoQR

AX=b — QRx=b

Qc=b

Rx=c

E’ possibile dimostrare peraltro che, se
A= QR allora:

(4)

e [Allz=[[R]]2

e Ko (A) = Kz(R)

Cio significa che il sistema iniziale é
stato trasformato in un sistema equivalente,

triangolare superiore, tale per cui il numero
di condizionamento sia rimasto immutato.

2.1
2.1.1 Lamatrice H

Il metodo di Householder

E’ possibile costruire una matrice elementare

del tipo:
H=I—2ww' (5)

in cui w e R" e |w|| =1. Tale matri-
ce é simmetrica e ortogonale. E’ possibile
determinare il vettorev tale per cui sia:

Hx = kep (6)

conk € R e e il primo versore della base
canonica diR". PoicheH é ortogonale:

IHX|[ = [Ix|| = |k| = o

e applicando la definizione dil, e poiché
|w|| = 1, si ottiene:

~ X—ke;  x—ke

o2wTx X —key||

(7)
in cui:

1% —kes | = /20 (0 + |xa)
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La conoscenza di questo vettore permette
di costruire la fattorizzazion®R di una
matriceA.

2.1.2 Fattorizzazione di Householder

E’ possibile scrivere una qualunque matrice
A come:

A=[agay ... ay
Percio, sfruttando le matrici elementari di

Householder precedentemente definite, &
possibile calcolarél; tale che:

Hia; = kier

Applicando a sinistra dA tale matrice si
ottiene una seconda matrice:

AR — AL — [agZ) agz) a&z)]
in cui ora: )
a(l ) = k1e1

Di conseguenza la matrice appena ottenuta

ha la struttura:

2) _
A()—[o A2

kl VI :|

Reiterando il procedimento per la sottoma-
trice Al?) si otterra una matrice elementare
H di dimensione minore. Tale matrice sara
orlata mediante le righe e le colonne di una
matrice identita per ottenerne una del tipo:

» [1 0F
m)—{o g@]

Tale matrice verra rimoltiplicata péx? per

ottenereA®). Percid, al generico pass$osi
avra:

(8)

e quindi, costruita la nuova matride;, Si

avra:
Ay [l O] Al A
0 Hi 0 (1)
_ AL Ay
0 HAW

(9)
Al termine dell'algoritmo si ha che ['ulti-
ma matrice ottenuta & evidentemente una
matrice triangolare superiore. Sicche:

AN —=H, ;A

R —
Hn 1Hp o--- HlA(l)

Poiché Q = HiH>---H,_1 & ortogonale in
quanto prodotto di matrici ortogonali, la
relazione appena scritta implica:

A=QR

Nel caso in cui la matrice A sia quadra-
ta l'algoritmo si arresta dopo— 1 passi; se
invece la matrice é rettangolare, come nel
caso di studio del presente lavoro, I'algorit-
mo si arresta al passp poiche tale ulteriore
passo e necessario per azzerare gli elementi
dell’'ultima colonna diA.

2.2 Il metodo di Givens

2.2.1 La matrice G

In modo simile al metodo appena descritto,
e possibile costruire un altro tipo di matrice
elementare, del tipo:

-1 -

1

in cui ¢®+ s = 1. Una matrice di questo tipo
opera una rotazione piana Rl'. Applicata

Bozza - 12 marzo 2007 3



CALCOLO NUMERICO 2

MARCO CAPPICCIOLA - MATR. 36171

ad un vettorgy = Gjjx permette di ottenere:

Cx +SX  per k=i
yk:{ —SX +CXj per k= j
X per k#i, ]

Da queste relazioni si capisce come si pos-
sano determinare i parametried s in mo-

do che la componentgesima del vettore
venga annullata, la componemtesima ven-
ga modificata e tutte le altre restino invariate.
Si ricava percio:

Xj X

— 2 e c=—
NG X+

S=

2.2.2 Fattorizzazione di Givens

L'algoritmo di fattorizzazione che si esa-

minera consiste nell’applicare ripetutamen-
te matrici elementari di Givens alla matrice

iniziale A, aventi i coefficientc eds calcola-

ti in modo da azzerare sistematicamente gli
elementi del triangolo inferiore d.

Quel che si ottiene da questa fattorizza-
zione e:
Ry
0

nel caso in cui la matriceA avesse
dimensionam x n. Si puo ora porre:

Gn,m' e G13Gle =R= [

Q" = Gnm---G13G12

In cui Q € una matrice ortogonale in quanto
prodotto di matrici ortogonali. Cio implica
del resto:

A=QR

che é proprio il risultato che si voleva
ottenere.

Un metodo di questo tipo, rispetto alla
fattorizzazione di Householder, richiede in
generale il doppio delle operazioni in virgo-
la mobile. Del resto pero risulta molto piu
efficiente nel caso in cui si abbia a che fare
con matrici sparse, poiché le matrici di Gi-
vens tali da annullare gli elementi gia nulli
non sono necessarie.

3 Problemi ai minimi qua-
drati

Si é gia detto come spesso si renda necessa-
ria la capacita di trovare la soluzione di un
problema in generalmal posto L'esempio
portato riguarda il caso di un sistersavra-
determinato, in cui cioé sono disponibili piu
equazioni che incognite. In tal caso, dato il
problema:

Ax=Dhb

si avraA matrice rettangolare di dimensione
mx n, b € R™mentrex € R".

Essendo il problema mal posto non si po-
tra avere una soluzione in senso classico. In
particolare, se i dati a disposizione fosse-
ro esatti, alloram— n equazioni del siste-
ma sarebbero linearmente dipendenti dalle
altre, sebbene non si possa facilmente dire
guali. Se viceversa i dati fossero affetti da
errore, potrebbe capitare che nessuna equa-
zione possa essere verificata esattamente,
rendendo auspicabile I'avere a disposizione
un numero sovrabbondante di equazione per
ridurre l'influsso degli errori sperimentali.

Portando avanti questo ragionamento, &
lecito cercare di riformulare in un proble-
ma ben posto quello originale. Si potrebbe
ad esempio richedere che lo scarto quadra-
tico medio tra primo e secondo membro sia
minimo:

min ||Ax —b||2

XeRN
Un problema di questo tipo & de@dminimi
guadrati la cui soluzione coincide con:

e il problema originale nel caso in cui
guesto minimo sia nullo;

e la soluzione nel senso dei minimi
guadrati in caso contrario.

3.1 Utilizzo della fattorizzazione

QR

Tra gli altri, un metodo efficace per risol-
vere un problema di questo tipo € quel-
lo di sfruttare la fattorizzazione QR. Infatti,
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considerando il quadrato del residuo:

|AX—b|? = [|QRx—b]?
IQ(Rx—Q"b) ||> (10)

IRx —c|]?

Per ottenere questo risultato é stata sfruttata

la proprieta di una matrice ortogonale di non
modificare la norma-2 di un vettore. In piu,
& stato poste = Q'b.

In tal modo, poichéA é rettangolare,
ancheR e rettangolare; precisamente:

Ry
R=
o)
Si potra partizionare in modo coerente anche
il vettorec € R™in:

C
c= [ 1} , qeR" | coeR™N
C2
A questo punto, tornando alla relazione 10:

R
IRx—cl> = || — || II?

= [[Rox—ca[[*+]lczl?
Nel caso in cui sidRy || # 0 il sistema:
Rix=c¢

ammette una e una sola soluzione, ed in

corrispondenza di questa soluzione si ha che:

min [[Ax —b|| = [cz|
XeR!

Nel caso in cui il vettore, sia nullo, allora
X € la soluzione classica del sistema iniziale.

Viceversa essa € la soluzione nel senso dei

minimi quadrati.

4 Approssimazione

Ci si pone ora I'obiettivo di calcolare il po-
linomio di migliore approssimazione Cio
consiste nel determinare il polinomio di gra-
do n tale da minimizzare una qualunque
norma dell’'errore. Cio significa:

[ —f
min |[pn— f]

n

(11)

Utilizzando la normae si ottiene la mi-
gliore approssimazione uniforme, mentre
utilizzando la norma-2:

b
|||on—f||z=\//a [pn (X) — f (X))%dx

si ottiene la migliore approssimaziomel
senso dei minimi quadrati E’ evidente
che per trattare un problema di questo ti-
po ci si deve ricondurre al caso di sistema
sovradeterminato, poiché si € in grado di
risolverlo.

Passando al caso discreto infatti,
norma appena enunciata diventa:

wrww=¢immwwf

in cui {Xg,X1,...,Xm} Sono le ascisse degli
m-+ 1 punti per i quali sono noti i valori
{Yo,y1,...,ym} della funzionef (x). Si noti
che tali valori possono o meno essere affetti
da errore.

Per risolvere il problema si cerchera di
minimizzare il quadrato della norma, poiché
I due casi sono equivalenti. Si noti inoltre
come, sen = n allora la soluzione coincide
con il polinomio interpolante.

Utilizzando la base canonica si ottiene:

la

o) = 3. 2y = (xa)

J:

in cui a € R & il vettore dei coefficien-
ti del polinomio, mentreX é la matrice di
Vandermonde:

(M) x (n1) 1 x x X1
1 Xm X3 ol

E’ chiaro quindi che il problema sara:

lpn— fl3 = Xa—yl3

che é esattamente il genere di problema gia
trattato. Utilizzando la fattorizzazione QR
si puo risalire facilmente al polinomio di
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migliore approssimazione.

E’ evidente come in questo caso valga-
no le medesime considerazioni fatte in pre-
cedenza in relazione al residljoy||. Infatti
nel caso in cui tale residuo sia nullo, allo-
ra il polinomio di migliore approssimazione
coincidecon il polinomio interpolante.

5

Gli algoritmi necessari per realizzare la fat-
torizzazione QR, cosi come l'approssima-
zione di una funzione, sono stati realizzati
mediante il linguaggio di programmazione
C++.

E’ stata compiuta una scelta di questo ti-
po perche tale linguaggio garantisce un’otti-
ma elasticita ed espandibilita; il che si tra-
duce, nel caso in esame, nella possibilita di
semplificare porzioni di codice attraverso un
overloading degli operatori tra matrici, non-
che il conteggio delle operazioni in virgola
mobile effettuate.

Implementazione

5.1 Strutture dati

Per ottenere i risultati discussi nel presen-
te lavoro si € reso necessario costruire una
struttura dati adatta allo scopo. E’ stato quin-
di creato un oggetto composto da piu ele-
menti. Come mostrato in tabella, all'inter-
no dell'oggettarat r i x sono presenti tre ele-
menti: i primi due,me n, sono due valori
interi, e sono rispettivamente il numero di ri-
ghe e di colonne della matrice che 'ogget-
to rappresenta. L'elementoray € invece
un puntatore ad un vettore di elementi di ti-
ponewdoub, descritto piu avanti. Tale vetto-
re, di lunghezzanx* n, contiene tutti i valori
degli elementi della matrice.

| mat ri x |
m i nt
n i nt
array *newdoub

i (int, int, newdoub)
newdoub o(int, int)

Tabella 1:0ggettomat ri x

Per poter accedere agli elementi del-
la matrice mediante riga e colonna, si €
reso necessario realizzare due funzioni di
interfaccia:

i (int, int, newdoub)
che permette I'inserimento dei dati, e
newdoub o(int, int)

che permette di leggere i valori memorizzati.

5.1.1 |Iltipo newdoub

Poiché si e rivelato molto complicato com-
piere un calcolo reale delle operazioni in vir-
gola mobile eseguite dagli algoritmi, si e
pensato di riscrivere un nuovo tipo di dato
rappresentativo di un numero di tidoubl e,
legando perd a questo nuovo oggetto una
funzione chiamata ogni qualvolta venga uti-
lizzato nel corso degli algoritmi. In tal mo-
do il conto viene fatto in modo del tutto
trasparente, ed istante per istante il risulta-
to del conteggio e accessibile mediante un
puntatore.

5.2 Loverloading

L'overloading € una tecnica di programma-
zione tipica di certi linguaggi evoluti. E’
stata proprio questa caratteristica a far deci-
dere I'utilizzo del c++ quale strumento per
implementare gli algoritmi in esame.

Normalmente gli operatori come addi-
zione, moltiplicazione o assegnazione sono
in grado di eseguire operazioni solo su tipi
di dato standard, quali sono per esempio gli
interi o i numeriin virgola mobile. Per esem-
pio, per eseguire il prodotto di due matrici
sarebbe necessario costruioghi voltache
ce ne sia la necessita, due cicli annidati ta-
li da compiere il prodotto righe per colonne.
Realizzando pero un’overload dell'operato-
re prodotto, e possibile evitare questo pro-
cedimento ogni qual volta si renda necessa-
rio una moltiplicazione matriciale, stabilen-
do una volta per tutte il comportamento nel
caso i tipi di dato utilizzati siano matrici.

Si noti che durante I'esecuzione dell’al-
goritmo il calcolo del prodotto viene effet-
tivamente eseguito ogni volta, sicché questo
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procedimento non rappresenta un vantaggio

in termini di numero di operazioni: € pero un

utile ausilio perche il programmatore possa
fissare l'attenzione in modo piu efficace sul
funzionamento dell’algoritmo.

5.3 Fattorizzazione di Househol-
der

Per fattorizzare una matrice con il metodo di
Householder sono state realizzate due fun-
zioni. La prima si occupa di calcolare la
matrice elementare ricevendo in ingresso un
vettore della matricé. La seconda esegue
effettivamente la fattorizzazione.

5.3.1 Calcolo diH = H (x)

sigma = mat Nor n2(X) ;
if (x->0(1,1) > 0)
k =sigm * (-1);
el se
k = sigma;
¢ = newdoub(1) / (sigma * (sigma + abs(x->0(1,1))));
x->i (1,1, x->0(1,1)-k);

for (int i=1; i<=x->m i++) {
for (int j=1; j<i; j++) {
H>i(i,j, x->0(i,1) * x->0(j,1));
H>i(j,i, H>o(i,]));
i—l->i(i,i, x->0(i,1)*x->0(i,1));
1H:*H* (-C);
for (int i=1; i<=H>n; i+4)
H>i (i, i, H>o(i,i)+1);

Si noti come viene sfruttata la proprieta
di simmetria della matricex" .

5.3.2 Fattorizzazione

for (int i=1; i<=Q>m i++)
for (int j=1; j<=Q>n; j++)

if (i=9)
Q>i(i,i,1);
el se
Q>i(i,j,0);

mx = (A>m== A->n ? A->n-1: A->n);
for (int i=1; i<=max; i++) {

Hel em = new matri x<T>(A->m-i +1);
X = new matrix<T>(A->m-i+l, 1);
for (int j=i; j<=A->m j+4)

X->i (j-i+1,1, A->0(j,i));
househol der (x, Hel em) ;

Menp = new matri x<T>(A->m A->m-i+1);
for (int j=1; j<=A->m |++)
for (int k=i; k<=A->m k++)

Menp->i (j, k-i+1, Q@ >0(j,k));
*Menp = *Menp * *Hel em
for (int j=1;, j<=A->m |++)
for (int k=i; k<=A->m k++)
Q>i (j, k Menp->o(j, k-i+1));
del ete Menp;

Menp = new matri x<T>(A->m-i+1);
for (int j=i; j<=A->m |++)
for (int k=i; k<=A->n; k++)
M enmp->i (j-i+1, k-i+1, A->0(j,k));
*Menp = *Helem* *Menp;
for (int j=i; j<=A->m |++)
for (int k=i; k<=A->n; k++)
A->i(j,k, Menp->o(j-i+1, k-i+1));
del ete Menp;

del ete Hel em
del ete x;

Si noti come, per diminuire il costo com-
putazionale, i prodotti matriciali non venga-
no realizzati tra le matrich edH, bensi tra
A ed H e come poi il risultato venga orla-
to con gli elementi della matrice calcolata
all'iterazione precedente.

Un altro punto degno di nota € il calco-
lo relativo al termine delle iterazioni. Nel
caso in cui la matrice sia quadrata infatti
I'algoritmo si arrestera dopn— 1 iterazio-
ni. Viceversa sara necessaria una iterazione
aggiuntiva.

5.4 Fattorizzazione di Givens

Anche in questo caso sono state realizzate
due funzioni. La prima si occupa di calcolare

| parametri della rotazione di Givens, mentre

la seconda li sfrutta per azzerare I'elemento
considerato nella matrio&.

5.4.1 Calcolodiceds

if (xj ==0) {
*c¢ = 1;
*s = 0;

}
else if (abs(xj) > abs(xi)) {
t = xilxj;
z = sqri(t*t + 1);
newdoub( 1)/ z;
t* *S;

*
o
nn

XjIxi;
sqrt(t*t + 1);
newdoub( 1)/ z;
tx *C;

N
non
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Si nota come entra effettivamente in gio-
co la capacita dell’algoritmo di Givens di di-
minuire il costo computazionale in presenza
di matrici sparse. Infatti nel caso in cui I'ele-
mento da annullare sia gia zero non vengono
effettuati calcoli.

5.4.2 Fattorizzazione

for (int i=1; i<=Q>m i++)
for (int j=1; j<=Q>n; j++)
if (i=9)

Q>i(i,i,1);
el se
Q>i(i,j,0);

for (int k=1; k<=A->n; k++)
for (int i=k+l; i<=A->m i++) {

givens(A->o(k, k), A->o(i,k), &, &s);
if (!(abs(A->o(i,k))<eps)) {
for (int j=k; j<=A->n; j++) {
t = c*A->o(k,j) + s*A->o(i,j);
A->i(i,j, c*A->o(i,j) - s*A->o(k,j) );
A->i(k,j,t);
}
for (int j=1; j<=Q@>n; j++) {
t =c*Q>o(k,j) +s*Q>0(i j);
Q>i(i,j, c*Q>o0(i,j) - s*Q>0(k,j) )
Q>i(kj,t);
}
}
}
mat Trasp(Q ;

Per diminuire il costo computazionale
nelle applicazioni della matridggj; vengono
calcolati solo gli elementi che effettivamente
vengono modificati.

5.5 Minimi quadrati

Per la risoluzione dei problemi ai minimi
guadrati e stata realizzata una funzione che
accetta in ingresso una matrice rettangolare
A™N e un vettore di termini notb € R™, e
restituisce un vettorg € R" che rappresen-
ta la soluzione nel senso dei minimi quadra-
ti. Il residuo||cz|| € contenuto nella variabile
resi duo.

*r = *a’
fatt QR .G(r, q);
mat Trasp(q);
*c = *q * *b;

delete q;

cl = new matrix<T>(a->n,1);

c2
rl

= new matrix<T>(a->ma->m1l);
= new matrix<T>(a->n);

for (int i=1; i<=cl->m i++)
cl->i(i,1,¢c->0(i,1));
for (int i=1; i<=c2->m i++)
c2->i (i, 1,c->0(i+cl->m1));
for (int i=1; i<=rl->m i++
for (int j=1; j<=rl->n; |j++)
r1->i(i,j,r->o0(i,j));

*residuo = mat Norn2(c2);

delete r;
del ete c;
del ete c2;

sysTriy(rl, cl, x);

delete ri;
delete cl;

Come si puo notare, la complessita com-
putazionale é relativa essenzialmente alla
fattorizzazione QR, poiche é necessario, ol-
tre a cio, calcolare un prodotto matrice-
vettore e calcolare la norma di un vettore. I
resto del codice e funzionale alla partizione
della matriceR e del vettorer.

Per finire, I'algoritmo di fattorizzazio-
ne scelto € quello di Givens, ma ovvia-
mente non comporterebbe nessuna compli-
cazione aggiuntiva I'utilizzo dell’algoritmo
di Householder, dal momento che il sistema
e realizzato in modo modulare.

5.6 Approssimazione

Una volta che le funzioni appena descritte
siano operative, realizzare I'approssimazio-
ne di una funzione nel senso dei minimi qua-
drati diventa un’operazione molto semplice.
Tale funzione accetta in ingresso il vettore
dei nodix, il vettore dei valoriy. Restitui-
sce il vettore dei coefficient nonché il va-
lore del polinomio approssimante nei nadi

In piu, nel caso fosse necessario, restituisce
anche una stima del residuo.

for (int i=0; i<=x->m |++)
for (int j=0; j<=a->m j++4)
if (j==0)
X->i(1+1,)+1,1);
el se
X->i (i +1,)+1, X->o0(i+1,j+1-1) * x->0(i+1,1));

sysRett (X, y,a,res);
k7 = kX ¥ *a;

delete X;
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Come si puo vedere, gran parte del co-
dice e necessario solamente per calcolare la
matrice di Vandermonde e per calcolare |l
prodottoXa. Il resto del carico computazio-
nale &€ imputabile alla risoluzione del sistema
rettangolareXa=y.

6 Test

Per valutare la bonta degli algoritmi svilup-
pati sono stati effettuati diversi test relativi
agli argomenti trattati. Alcuni di essi han-
no avuto come scopo il calcolo del carico
computazionale nonché il grado di errore ri-
scontrato. Per altri si & voluto semplicemente
evidenziarne il funzionamento.

6.1 Fattorizzazione QR

Per valutare le capacita dei due algoritmi svi-
luppati, sono stati eseguiti diversi test su ma-
trici di diverso tipo. Entrambi comunque
vertevano sul calcolo del numero di opera-
zioni in virgola mobile e sull’errore riportato
nella fattorizzazione.

6.1.1 Matrici random quadrate

Il test e stato effettuato su matrici quadrate
aventi 2<n < 100. La fattorizzazione e stata

effettuata mediante I'algoritmo di Househol-

der e mediante quello di Givens. | risultati

sono rappresentati nelle figure 1, 2 e 3, in cui
é rappresentato sia I'erroféA — QR/|> che

1QTQ—11[2.

Carico Computazionale

le+09 T T T
Householder

—
2

le+08 [

le+07 F

le+06

100000 F

flops

10000 [

1000 |

100

10 . L . . . . . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimensione n

Figura 1:Householder vs Givens - flops

A-QR

7e-12

Householder
Givens
6e-12 [

5e-12 [ //\4

4e-12 1

ez

3e-12 |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimensione n

2e-12 1

le-12

Figura 2: Householder vs Givens [{A —

QR|2

QTQ-l

2e-14

Householder
Givens

vz

1.8e-14 [
1l.6e-14 |
l.4e-14 |

1l.2e-14 |

ez

le-14 | /
8e-15 [ /
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimensione n

6e-15 |
4e-15

2e-15

Figura 3:Householder vs Givens|[Q"Q —
]2

Come si pu0 osservare, nelle implemen-
tazioni realizzate, I'algoritmo di Givens ri-
sulta essere meno oneroso per cio che riguar-
da il carico computazionale, benche utiliz-
zando I'algoritmo di Householder gli errori
crescano in modo meno rapido.

6.1.2 Matrici random sparse

Per verificare che effettivamente I'algoritmo
di Givens riesca a trarre beneficio dalla pre-
senza di un numero consistente di elementi
nulli, sono state effettuate prove su un siste-
ma 20x 20 in cui a variare € la percentuale
di elementi nulli. | risultati sono rappresen-
tati in figura 4, in cui sono evidenziati i va-
lori ottenuti (punti rossi): si nota come ef-
fettivamente al crescere di tale percentuale
le operazioni necessarie alla fattorizzazione
diminuiscano considerevolmente.
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Carico Computazionale
T T T
:
'\A—\—\‘\
N
.
>
.
+

40000

35000 [

30000 [

25000 [

20000 |

flops

15000 |

10000 |

5000 |

Valori ottenuti
Curva approssimante,

10 20 30 40 50 60 70 80 90
% elementi nulli

Figura 4:Sistema Sparse, 20x20

6.1.3 Matrici di Hilbert

Un’ultima prova per mostrare I'utilizzo de-
gli algoritmi sviluppati consiste nel fattoriz-
zare QR matrici di Hilbert di dimensione
crescente. Una matrice di Hilbert & del tipo:

W
B N
ENTENRSNIT
© RIPRIWIE

L'elemento generico é:

1
B":i
i1

Una matrice di questo tipo é fortemente mal-
condizionata, il che la rende particolarmente
difficile da trattare nei problemi numerici.

Si é provata la fattorizzazione per matrici
di Hilbert di dimensione Z n < 100, con i
risultati visibili in figura 5.

A-QRe QTQ-I

le-13

le-14

€2

le-15

Householder A-QR
Givens A-QR
Householder QT Q-1
Givens QT Q-l

70 80 90 100

le-16
10 20 30 40 50 60

Dimensione n

Figura 5: Errori nella fattorizzazione delle
matrici di Hilbert

6.2 Sistemi rettangolari

Sivuole ora dare qualche esempio di sistema
rettangolare, e di come questo tipo di proble-
ma venga risolto mediante la fattorizzazione
QR. Verra inoltre affrontato uno studio nu-
merico relativo alla risoluzione di un siste-
ma del tipoAx = b in cui A & una matrice di
dimensionen x § e x vettore unitario.

6.2.1 Sistema corjcz|| =0

Il sistemda in esame € g.ostituito inco-
gnite e dam equazioni di cuim— n linear-

mente indipendenti. Si vedra come il metodo

calcoli la soluzione esatta e come effettiva-
mente, a meno degli errori di arrotondamen-

to, anche il residuo sia nullo. La matriée
dell’esempio e:

-7 -9 7 4

5 -1 6 -7

2 9 -6 7

A=l o0 2 -7 -1

Mentre il vettore soluzione e il vettore dei
termini noti:

12
1 -7
2 —30
3 »ob=] 5
4 32
35

Dopo la fattorizzazione e i successivi calcoli
Si ottiene un vettore cosi partizionato:

3.35
C1 = 7}1%‘71 s Cr = [14888— 15]
—-353
Ed una matricdzy:

—122 —229 00816 498

R — 0 171 -221 -378

1= 0 0 -144 -141

0 0 0 -883

Il residuo calcolato é pari a88e— 15.

10
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6.2.2 Sistema corjcy|| # 0

Il sistema in esame e costituito aminco-
gnite e dam equazioni, tutte linearmente in-
dipendenti. Il metodo calcolera la soluzio-
ne nel senso dei minimi quadrati, riportan-
do effettivamente una stima del residuo non
nulla.

6 2 -7 3
6 -8 5 7

4 -6 -10 -9

A=l o9 7 5 8
6 -4 3 -2

8 9 2 2

Il vettore soluzione e quello dei termini noti

Sono.
-11

1 33
2 —82
x=| 3 , b=
4

12
—13
40

Il vettore rappresentativo dell’'errore spe-

rimentale e il termine noto effettivamente
utilizzato:

1.07 —9.93

1.07 341

0.933 - —811

ob = 1.1 ’ b= 131
1.03 —12

11 411

Il vettore c viene calcolato e partizionato

come:
—67.5
—337 }

o= co=[ 0.00314 |

—484
424

La matriceR; risultante e:

—-164 0183 -396 -—-9.76

A 0 -158 -3.02 153
N 0 0 -137 -204

0 0 0 105

Pergi(‘) il V?ttore soluzione calcolato differi-
sce da quello assegnato:

101
1.96
2.93
4.06

X =

Cio e evidenziato dal residuo calcolato non
nullo: ||c,|| = 0.00314.

6.2.3 Errore sulla soluzione di un siste-
ma rettangolare

E’ stato realizzato un ulteriore test relativo
alla risoluzione di sistemi lineari rettangola-

ri. In particolare i sistemi rettangolari, del
tipo

Ax=Db
esaminati hanno dimensione x 3, con

2 < n < 200. La soluzione & assegnata

e vale:
1

1
X= 1

| sistemi sono stati risolti utilizzando la fat-
torizzazione di Givens, ed i risultati sono
riportati in figura 6.

Ax =b

3e-15

Andamento
Risultati

2.5e-15 [

2e-15 [

ez

1l.5e-15

le-15 |

+
5e-16 [ + 4
A

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Dimensione n

Figura 6:Sistemi n< 3

6.3 Approssimazione

Per verificare che il metodo riuscisse effet-
tivamente a calcolare una approssimazione
della funzione in ingresso, lo si € applicato
a tre casi distinti. Nel primo caso la funzio-
ne approssimata &x) = x>. Nel secondo
caso alla medesima funzione viene sovrap-
posto un valoret5 atto a simulare 'errore
sperimentale.

Infine tramite il terzo caso si vuole mo-
strare come un polinomio di grado suffi-
cientemente elevato é in grado di offrire
una buona approssimazione di una funzione
come:

f(x) = e *cosmx

6.3.1 f(x)=x

L’esempio portato mostra come l'algoritmo
cerchi di approssimare una funzione, in que-
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sto caso una cubica, mediante polinomi con Figura 8: Approssimazione di 3+ 5
n=234. Sivede come non riesca a ot- mediante p, ps, P4
tenere un risultato soddisfacente con=
2, mentre i polinomips e ps approssimino
perfettamente la funzione.
6.3.3 f(x) =e *cosmnx

x3

Come ultimo esempio si e applicato il meto-
do ad una funzione non polinomiale. Nel-
l'intervallo considerato]—3;+3] il polino-

mio p1p ha dimostrato una buona capacita
di approssimazione della funzione in esame.

= ° e ’ Polinomi di grado inferiore non si sono di-

30
x3
P2

20 | p3
Pa

10

0 | 1 mostrati in grado di seguire con la giusta ve-
20 | ] locita le oscillazioni tipiche della funzione
coseno.

-30

x3 + delta

Figura 7:Approssimazione déxmediante p

.
A
5 - 1
» P3, P4
3 s
or £
o h
L
L

6.3.2 f(x)=x3+5
. . 15
Una variazione del test precedente prevede la exp(x) * cos(pi * x)
. . . . . -20 8
sovrapposizione, rispetto alla funzioredi pﬁg
un valore casuale compreso #& in modo s 2 2 0 1 2 >
da simulare una sorta di errore sperimenta- x

le. Come era lecito aspettarsi il polinomio
p2 non é in grado di avvicinarsi alla solu-
zione, mentreps e p4 riescono ad approssi-
mare bene la cubica nonostante i valori della
funzione non siano quelli esatti.

Figura 9: Approssimazione di *€osmx
mediante p, P9, P10
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