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Compito numero 1

1. Si considerino i seguenti vettori

1 1 1
0 -1 0
Vi = 11> Vo = 0 ) V3 = 0
1 1 1

Si dica se il vettore vy € ortogonale al vettore vs e si calcoli la norma oo, norma 1
e norma 2 del vettore vo. Si costruisca, inoltre, mediante il procedimento di Gram-
Schmidt I'insieme di vettori ortonormali {qi, q2, qs} a partire dai vettori dati. Dire
se 1 vettori di partenza sono linearmente indipendenti e perché.

Soluzione. 1l vettore v non é ortogonale al vettore v,
Valloo = 1, fIvalli =3, [Ivalla = V3.

I vettori ortonormali richiesti sono

V3 Vi3 it
3 15 10
0 _ V15 V10
- — 5 — 5
Q= |yl = | oyl BT | v
3 15 5
V3 V15 V10
3 15 10

I vettori dati sono linearmente indipendenti in quanto il procedimento di Gram-
Schmidt non si é arrestato nella formazione dei tre vettori ortonormali.

2. Si considerino le seguenti matrici

4 a 0 36 1/4 p
A=|a 4 af, B=|1/4 1/2 1/4], Q=1-2ww’,
0 a 4 g 1/4 38

dove o e B sono parametri reali, I ¢ la matrice identita e w = (v/2/2,v/2/2,0)”. Dire
per quali valori di « la matrice A é non singolare e per quali valori i suoi autovalori
sono positivi. Si fissi ora @ = —2. Determinare lo spettro e il raggio spettrale di A e
gli autovalori di A%2. Determinare inoltre i valori di 3 che rendono B l'inversa di A.
Verificare infine che QQT = I e calcolare la matrice M = (AQ)™".



Soluzione. La matrice A é non singolare per o # £2v/2 e i suoi autovalori sono
positivi per —2v/2 < a < 2v/2. Posto a = =2, o(A) = {4 — 2v/2,4,4 + 2V/2},
p(A) = 4422, 0(A?) = {24 — 161/2, 16,24 + 161/2}. La matrice B ¢ I'inversa di A
per B=1/8, QQT =1Te
—1/4 —-1/2 —1/4
M= (AQ)'=Q"B=|-3/8 —1/4 —1/8
/8 1/4  3/8

. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione differenziale

—y' +3y=flx), we[-272],

essendo
T+ 2 —2<x < —1,
f(ﬂf): 1a —1§£17<1,
2 —ux, 1<z <2

e dire se la serie di f(x) ¢é differenziabile termine a termine.

Soluzione.
1 > 12a4 T 2kmar . T
o (52) - )
y(x) 44—;36_’_11;2%2 cos( 57 TEWER sin k5@
dove 1 coefficienti a sono dati da
4 s i
= e o (42) - ).
. Eseguire i seguenti calcoli
71 edik+1) | r x sin(3z)
k? + 2k 4+ 6 6 + 222
Soluzione.
V5 sesio
— Y —Vhz+5|—iz
F(k) = % VBEH (—f 4 3) — e V3EI H (| — 3) — V3 [ (—k — 3) 4 e VIE H (| + 3)] .
. Risolvere, ricorrendo alla trasformata di Fourier, la seguente equazione differenziale
5y’ + Ty = [H(x +3) — H(z — 5)], z € R.
Soluzione.
] 0, T < —3,
y(z) = = 1 — e 7/5+3), —3<x <5,

(€7 — e™2/5) e~ T/5% 1 > 5.
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1. Si considerino i seguenti vettori

1

-1
0l
1

Vi = Vo =

_ = O =
<
w
|

_ o O =

Si dica se il vettore vy € ortogonale al vettore vs e si calcoli la norma oo, norma 1
e norma 2 del vettore vy. Si costruisca, inoltre, mediante il procedimento di Gram-
Schmidt I'insieme di vettori ortonormali {qi, q2, q3} a partire dai vettori dati. Dire
se 1 vettori di partenza sono linearmente indipendenti e perché.

Soluzione. 1l vettore v non é ortogonale al vettore v,
Villo =1, vl =3, [valla = V3.

I vettori ortonormali richiesti sono

Vi Nk VIO
3 15 10
_ V3 215 V10
_ _ 15 5
q; = 03 y Q2 = NE a3 V10
5 5
V3 V15 V10
3 15 10

I vettori dati sono linearmente indipendenti in quanto il procedimento di Gram-
Schmidt non si é arrestato nella formazione dei tre vettori ortonormali.

2. Si considerino le seguenti matrici

v =2 0 3/8 1/4 1/8
A=|-2 ~ =2/, B=1|§ 1/2 6|, Q=1-2ww’,
0 —2 v 1/8 1/4 3/8

dove 7 e § sono parametri reali, I ¢ la matrice identita e w = (v/2/2,0,v/2/2)". Dire
per quali valori di v la matrice A é non singolare e per quali valori i suoi autovalori
sono positivi. Si fissi ora v = 4. Determinare lo spettro e il raggio spettrale di A e
gli autovalori di A%. Determinare inoltre i valori di J che rendono B l'inversa di A.
Verificare infine che QQT = I e calcolare la matrice M = (AQ)™".



Soluzione. La matrice A é non singolare per v # 0,+£2v/2 e i suoi autovalori sono
positivi per v > 2v/2. Posto v = 4, 0(A) = {4 — 2v/2,4,4 + 2/2}, p(A) = 4 + 2V/2,
o(A?) = {24 — 161/2,16,24 + 164/2}. La matrice B ¢é l'inversa di A per § = 1/4,
QR =1e
-1/8 —1/4 -3/8
M=(AQ)'=Q"B=|1/4 1/2 1/4
-3/8 —1/4 —1/8

. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione differenziale

—y +3y = flx), xel-22],

essendo
—xr—2 —2<z< -1,
-1, -1 <z <0,
x:
/(@) 1, 0<x <1,
2 —x, 1<x <2,

e dire se la serie di f(z) ¢é differenziabile termine a termine.

Soluzione.
. 2kmh, T 12b; . T
y(x) = ; 365 2t cos (kgllﬁ) + 364 2t sin <k§x)
dove

2 4 T
by, = T + —(/mr)2 sin <k§>

. Eseguire i seguenti calcoli
1 3ik=2) Ik cos(hx)
k2 —4k+6 )’ 6 + 32

f(ZZ') — Qe—\/ﬁ|x+3\+2ix
4 )
F(k) = % [eﬂ<k+5>H(—k —5) — e V2RI (| 4 5) — o2k (5 — k) — V2D [ (f — 5)] .

Soluzione.

. Risolvere, ricorrendo alla trasformata di Fourier, la seguente equazione differenziale
T —3y=[Hw+2) —H@—2)], z€R
Soluzione.
(e76/7T — 8/T) /T2 g < 2,
y(r) == ¢ /72 _ 1 —2< <2,
0, x> 2.



