Capitolo VI

Vincoli

In questo capitolo vengono introdotti alcuni dei concetti pitt importanti per lo
sviluppo delia Meccanica, e cioe quelli di vincolo, coordinate lagrangiane e grado
di liberta.

1 Vincoli e loro classificazione

Nello studio della Meccanica molto spesso ci si imbatte in sistemi materiali
(continui e discreti) vincolati, ciog il cul movimento & ostacolato. Per vincolo
si intende ogni dispositivo che limifa la liberta di movimento dei punti di un
sistema.

Ci soffermiamo sulla rappresentazione analitica dei vincoli, cioé sulla loro
descrizione mediante opportune equazioni e¢/o disequazioni. Infatti una prima
classificazione dei vincoli viene fatta tenendo conto della natura delle equazioni
che li rappresentano.

Per prima cosa occorre distinguere fra vincoli di posizione e vincoli di mo-
bilita. 1 vincoli sono detti di posizione se le equazioni che li rappresentano
coinvolgono le coordinate dei punti del sistema ma non le loro velocita. Invece
si ha un vincolo di mobilita se le equazioni del vincolo tengono conto sia della
posizione dei punti che delie loro velocita.

Soffermiamoci inizialmente sui vincoli di posizione. Essi possono ulterior-
mente essere classificati in:

a. vincoli bilaterali e vincoli unilaterali
b. vincoli fissi e vincoli dipendenti dal tempo
¢. vincoli interni e vineoli esterni
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In particolare un vincolo viene detto di posizione e bilaterale se esso ¢ rappre-
sentato da un’equazione del seguente tipo:

(P Py, .., Pyit) =0, (V11)

essendo f una funzione degli N punti del sistema ed, eventualmente, del tempo
t. Discutiamo alcuni semplici esempi di tale tipo di vincolo.

1. Punto materiale P vincolato a stare su una superficie. Sup-
poniamo che 'equazione della superficie su cui il punto ¢ costretto a restare
costantemente in contatto sia

flz,y,z8) =0, (V1.2)

dove (z,y,z) denotano le coordinate del punto P, mentre la dipendenza dal
tempo ¢ evidenzia che la superficie & mobile nel tempo. Evidentemente, I'e-
quazione (VI1.2) rappresenta un vincolo del tipo (VL.1) e quindi di posizione e
bilaterale. Per esempio, il punto P(z,y,+/1 — 2% — 3?) & vincolato a stare sulla
superficie sferica di centro lorigine e raggio unitario, in altre parole il vincolo &
rappresentato dall’equazione della sfera z2 + ¢ -+ 2% = 1.

2. Punto materiale P vincolato a stare su una curva. Supponiamo
che 'equazione della curva su cui il punto & costretto a restare costantemente in
contatto sia

f(x,y,z;t) = 0,
{ g(z,y,2,t) =0, (VL3)

dove (z,y,z) denotano le coordinate del punto P. In tal caso, clascuna delle
due equazioni (indipendenti) rappresenta un vincolo di posizione bilaterale. Per
esempio, il punto P(z, /1 — y2,20) & vincolato a stare sulla circonferenza di
centro lorigine e raggio unitario del pilano zy. Tale vincolo & di posizione e
bilaterale perché le coordinate del punto P soddisfano le seguenti equazioni

P4yt 4+ -1=0,
z=0

3. Sistema rigido (vincolo di rigidita). Come gia discusso in un pre-

cedente capitolo, un sistema (continuo o discreto) si dice rigido se la distanza

fra due punti qualunque del sistema & costante al trascorrere del tempo. Per

semplicita, supponiamo che il sistema sia formato da un numero finito di pun-

ti P{zs,u,2) (con i = 1,2,...,N). 1l vincole di rigidith sara allora espresso
mediante le equagioni (ciascuna del tipo (VI.1);
d(P;, P;) = cost. peri,j=1,2,...,N, ei#7], (VL4)
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dove con d(F;, P;) si & denotata la distanza fra i punti P e F;. Se ai punti F;
si aggiunge un altro punto P, questo soddisfa il vincole di rigidita se d(P, P} =
cost. con 7 = 1,2,..., N. In particolare, questo significa aggiungere N vincoli a
quelli gid presenti. ' .

Un vincolo viene detto di posizione e unilaterale se esso & rappresentato da
una disequazione del seguente tipo:

f(Pl,Pg,,_PN,t) 20 (VIE))

Le configurazioni per cui la (V1.5) & soddisfatta come uguaglianza si dicono di
confine, mentre quelle per cui la (V0.5) & verificata come disuguaglianza sono
dette ordinarie. Consideriamo alcuni esempi di tale tipo di vincolo.

4, Punto materiale P appoggiato a una superficie. Supponiamo che
un punto P sia costretto a rimanere sempre dalla stessa parte di una superficie
senza poterla attraversare. Sidice allora che tale punto & appoggiato alla superfi-
cie. Se Pequazione della superficie su cul il punto & appoggiato, & f{z,y,z;t) =0,
allora le coordinate del punto P(zp,yp, zp) dovranno soddisfare la relazione

f(zP:yPazP;t) 2 Oa (VIG)

dove la dipendenza dal tenrpo ¢ evidenzia che la superficie ¢ mobile nel tempo.
Evidentemente, 'equazione {V1.6) rappresenta un vincolo del tipo (VL.5} e quin-
di di posizione e unilaterale. Un esempio di punto appoggiato ad una superficie
& rappresentato da un punto costretto a restare all’esterno della superfice sferica.
In tal caso le sue coordinate x,y, z dovranno soddisfare la disequazione

P4yt 4+ 2E 120

In particolare, le configurazioni di confine sono quelle in cui le coordinate del
punto F soddisfano all’equazione della sfera, mentre sono ordinarie le posizioni
in cui la distanza di tale punto dall’origine ¢ maggiore di uno.

Chiariamo ora la distinzione fra vincoli fissi e vincoli dipendenti dal tempo.
Un vincolo si dice fisso se il tempo non compare esplicitamente nelle equazioni
o disequazioni che lo rappresentano. Tutti gli esempi finora analizzati sono
vincoli fissi.. Un vincolo € invece dipendente dal tempo se il tempo appare
esplicitamente nelle equazioni o disequazioni che lo rappresentano. Un esempio
di vincolo dipendente dal tempo ¢ quello di un punto P vincolato ad una retta
r che ruota con velocita angolare w attorno ad un asse normale e incidente tale
retta. Se la rotazione ¢ uniforme allora tale vincolo si esprime nella forma

a seconda che tale rotazione sia destra o sinistra.
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Infine un vincolo che presuppone Pinterazione fra elementi facenti parti del
sistema, & detto interno. Un tipico esempio di sistema soggetto a vincolo interno
& costituito da un corpo rigido. Infatti, si ¢ gia avuto modo di osservare che la
velocita di ogni punto di un sistema rigido e nota una volta che siano assegnati
i due vettori caratteristici w e 7ip (si veda il capitolo dedicato ai corpi rigidi
per maggiori dettagli) e questo determina che le sue parti non possono muoversi
indipendentemente I'una dall’altra. Sono vincoli esterni invece quelli che operano
fra una parte fissa (il cosiddetto telaio) e un elemento del sisterna.

2 Coordinate lagrangiane e sistemi olonomi

Consideriamo un sistema materiale vincolato. In un fissato istante ¢ ogni punto
del sistema occupa una determinata posizione, compatibilmente a quelle permes-
se dai vincoli. Quindi I'insieme delle posizioni occupate all’istante ¢ dai punti del
sistema individua la cosiddetta configurazione del sistema all’istante considerato
t. In tutti i problemi da affrontare in questo corso, sara sempre possibile de-
scrivere la configurazione del sistema attraverso un numero finito di parametri
indipendenti. Tlustriamo ora quest’ultima affermazione riconsiderando alcuni
degli esempi discussi nella sezione precedente e considerandone qualche altro.

Un punto P vincolato a stare su una curva, & individuato da un solo para-
metro: si potrebbe scegliere come parametro ascissa curvilinea s di P su tale
curva. Un punto vincolato a stare su una superficie & individuato da due pa-
rametri indipendenti che potremo indicare con u,v essendo tali parametri tali
che #(u,v) fornisca una parametrizzazione della superficie. La configurazione
di un corpo rigido, libero da vincoli esterni, & individuata da sei parametri in-
dipendenti: si potrebbero scegliere per tali parametri le fre coordinate di un
punto del corpo e i tre angoli di Eulero. Se invece sul corpo rigido agiscono dei
vincoli esterni in modo che esso abbia un punfo fisso, allora per determinarne la
posizione bastano i tre angoli di Eulero. Come ulteriore esempio consideriamo
un corpo rigido con un asse fisso. In tal caso la configurazione del sistema &, in
ogni istante, individuata da un solo parametro: basta infatti assegnare 'angolo
fra due piani, uno di questi fisso e I'altro solidale al corpo, contenenti 1’asse fisso.

Si chiama coordinate lagrangiona di un sistema materiale vincolato ciascuno
dei parametri indipendenti necessari a individuare la configurazione del sistema.
A seconda del particolare problema studiato occorre scegliere i parametri lagran-
giani che meglio consentono di affrontarne lo studio. In generale, tali coordinate
si denotano con ¢q,¢a,...,q,, essendo n il numero di coordinate lagrangiane
necessarie a specificare la configurazione del sistema. Negli esempi prima con-
siderati si potrebbero fare le seguenti scelte {che, ribadiamo, in contesti piu
specifici potrebbero non essere le pitt convenienti).
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a. Punio vincolato a stare su una curva: ascissa curvilinea pud scegliersi
come unica coordinata lagrangiana.

b. Sistema rigido senza vincoli esterni: come coordinate lagrangiane possono
adottarsi le tre coordinate x, y, 2z di un punto P del sistema e i tre angoli
di Fulero 8, ¢, 4.

c. Corpo rigido con un asse fisso. come unica coordinata lagrangiana si pud
scegliere ’angolo # formato fra un piano fisso contenente 1’asse e un pianc
solidale al corpo e passante per 1'asse.

Possiamo introdurre la seguente definizione: Un sistema si dice olonomo se ¢
. soggetto solo a vincoli di posizione e bilaterali, cioé del tipo (VI.1). Nei sistemi
olonomi la posizione di ogni punto P del sistema dipende dalle n coordinate
lagrangiane e, eventualmente, dal tempo. In formule si ha

P=Plg,q, .. awt), ‘ (VL7)

0, equivalentemente, le {VI.8) possono scriversi, scalarmente, come

= 2{q1, 2, Gn; ), (VL1.8a)
~y=y(q, 92, - @ t), (VI.8h)
z = z(ql7 g2, - - - qn:t) (VISC)

Come esempio, potremo considerare il bipendolo. Tale dispositivo & costituito da

O

~y

Y
Figura VI.1: Bipendolo.

un punto materiale A4 vincolato a muoversi sulla circonferenza di centro 'origine
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e raggio r ¢ da un altro punto B soggetto al solo vincolo di rigidita rispetto al
punto A (cioe la distanza fra A e B & invariabile e supponiamo sia uguale a [.)
Conviene scegliere come parametri lagrangiani gli angoli 8 e ¢ indicati in figura
{si osservi anche il verso dell’asse 2!). In tal caso, si ha

x =rsinf + [ sin ¢,

y =70,
z=rcos# +1lcosg,

e quindi le coordinate di B sono espresse mediante equazioni del tipo (VI.8).

Si osserva subito che, in base alla definizione, per i sistemi olonomi gli incre-
menti che le n coordinate lagrangiane possono subire sono del tutto arbitrari sia
in grandezza che in segno. Se nella definizione di sisterna olonomo non si fosse
richiesto che ogni vincolo fosse bilaterale, allora questo non sarebbe pitt vero:
per esempio, nel caso di un punto appoggiato su un piano si avrebbe qualche
limitazione del tipo dg, > 0. Tenendo conto di questa osservazione possiamo
introdurre i gradi di liberta nel seguente modo:

St definisce numero di gradi di liberta di un sistema materiale il nu-
mero di incrementi arbitrari indipendenti che le coordinate lagran-
giane possono subire compatibilmente con 1 vincoli. In particolare,
per un sistema olonomo il numero di gradi di liberta coincide sempre
con il numero di coordinate lagrangiane.

3 Cenni sul sistemi anolonomi

Sebbene in questo corso tratteremo quasi esclusivamente il caso di vincoli di
posizione, per completezza introduciamo anche i vincoli di mobilitd, cioe quel
vincoli tali che la loro rappresentazione analitica implica la dipendenza dalle
velocitd dei punti del sistema, oltre che dalla posizione occupata da questi punti.
Pitt precisamente possiamo dare la seguente definizione: Un vincolo si dice di
mobilita e bilaterale se si pud rappresentare con un’equazione del seguente tipo:

N
Z [Cbh(Pl, Pz, . PN; t)S‘-Sh + bh(Plj Pg, . PN;t)y.'h -+ Ch(Pl, PQ, . .PN; t)?fh}
h=1 '

+ f(P1, ... Pit) =0, (V1.9)
in modo che non esista una funzione F(P, Py, ..., Py;t) tale che
or OF
—=ap = =0 VI.10
aﬂﬁh hs ayh o ( 8.)
aF OF
Rl - f L.10b
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per h = 1,2,... N. Quest'uliima richiesta deve sempre essere soddisfatta se il
vincolo & di mobilita. Infatti, se cosi non fosse, tenendo conto della (VL9) si

avrebbe:
AT

P Z lands + brim + cnin] + [ =0
h=1
da cui si ottiene subito F(P, Py,..., Pn;t) = cost. e quindi il vincolo sarebbe

di posizione!

T vincoli di posizione appaiono quasi sempre quando si studiano problemi
di rotolamento. Nei seguenti due esempi mostriamo come la condizione di non
integrabilita della funzione F' assuma un carattere decisivo. Come primo esempio
consideriamo un disco circolare vincolato a rotolare senza strisciare su una guida
rettilinea. Assumiamo che la guida rettilinea coincide con l'asse . Poiche il disco

Figura VI.2: Disco circolare vincolato a rotolare senza strisciare su una guida
rettilinea.

rotola senza strisciare, ad ogni istante 'unico punto € di contatto fra disco e
guida avra velocitd nulla. Se con A indichiamo il centro del disco e con R il suo
raggio, 'applicazione della formula fondamentale della cinematica a questi due
punti fornisce la seguente equazione

To=Ta+@ A (C—A4),
ed essendo nulla la velocitd del punto di contatto si ha
Fatdn(C—A) =0, (VL11)

Considerando la proiezione di tale equazione lungo l'asse x e denotando con 8
la velocith angolare del disco, si trova la rappresentazione analitica del vincolo

g4+ RO =0. (VL.12)
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Questa equazione rappresenta solo apparentemente un vincolo di mobilita, in
quanto la (VI.12) pud essere integrata conducendo alla seguente equazione

za+ RO = cost. . (VE13)

In definitiva, il vincolo cui deve soddisfare un disco che rotola senza strisciare
su una guida rettilinea ¢ di tipo posizionale. Come secondo esempio conside-
riamo una sfera rigida vincolata a rotolare senza strisciare su un piano. Anche
in questo caso cerchiamo di rappresentare analiticamente il vincolo. A tal fine,
prendiamo come piano fisso su cui la sfera rotola, il piano di equazione { = 0,
e consideriamo il riferimento fisso Q2&n( con origine {2 su tale piano. Conside-
riamo poi il riferimento mobile Ozyz solidale alla sfera (di raggio R} e avente
origine nel centro della sfera stessa e supponiamo che gli assi { e z si trovino
dalla stessa parte del piano ir cui giace la sfera Ora introduciamo le coordinate

we

Figura VI.3: Sfera rigida vincolata a rotolare senza strisciare sul piano .

lagrangiane che, ad ogni istante ¢, consentono di individuare in modo univoco
la posizione della sfera. Tale posizione sara completamente conosciuta qualora
sia nota la posizione del centro della sfera Ofa, 3, R) rispetto alla terna fissa
(0 equivalentemente del suo unico punto di contatto C) e sia specificato il suo
orientamento rispetto alla terna fissa. Tale orientamento e individuato tramite
gli angoli di Eulero 8, ¢, 7. In definitiva, servono cinque coordinate lagrangiane
(a, 8,8, ¢,1). Occorre osservare che ad ogni sistema di valori di questi parame-
tri corrisponde un’unica posizione della sfera a contatto con il piano. Inoltre, se
le coordinate lagrangiane sono espresse da cinque funzioni del tempo, si otten-
gono le equazioni del moto della sfera costantemente a contatto con il piano di
equazione ¢ = (. Per ottenere un moto di puro rotolamento occorre inoltre che
la velocita dell’'unico punto di contatto C' della sfera con il piano sia nulla. Te-
nendo conto di questa informazione e applicando la formula fondamentale della
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cinematica al punti C' e O, si perviene alla seguente
To— (C —O)AG, | (VL.14)

essendo & la velocita angolare della sfera. Si verifica subito che sia & che ¥y
sono paralleli al piano fisso (T perche ¢ la velocita del centro della sfera che si
muove parallelamente al piano, & in quanto perpendicolare al vettore C — O)
Proiettando, la (VL.14) lungo gli assi £, 7, { si trova (indicando con €, f g 1 versori
di tali assi e con wy e wy le componenti della velocitd angolare rispetto a tali
assi

)

a&+Af =R (-Wlf'i" W2§) - (VL15)

Ricordando le equazioni {IV.54) e (IV.60), si trovano le espressioni di w; e wy in
funzione degli angoli di Eulero

{wl = fcost) + psinisind,

Wy = 9sin1b — g'ﬁcoswsinﬁ'.

Utilizzando gueste ultime e le (V1.15), si trova la rappresentazione analitica del
vincolo di puro rotolamento

&= R (9’ siny — ¢ cos ¥ sin 9) (V1.162)

B=R (9 cos 1 — ¢sin e sin 9) : (VI.16b)

Si puo dimostrare che queste relazioni non sono integrabili, nel senso che non esi-
ste una funzione F(a, 8,6, ¢, ) tale che, differenziando questa equazione rispet-
to al tempo e tenendo conto delle (VI.16), si arriva a delle identita. Tralasciamo
la dimostrazione di questo fatto.

Anche i vincoli di mobilita possono essere classificati come unilaterali, fissi o
dipendenti dal tempo. Pilu precisamente un vincolo di mobilita & unilaterale se
si pud rappresentare con una disequazione del seguente tipo:

N
lan(Py, Po, ... Prst)in + bo(Pr, Pa, .. Py t)gn + o (P, Pa, . . P 1) 3]

h=1

+ f(Py,... Pyst) >0, (VL17)
in modo perd che non esista una funzione F (P, Py, ..., Py;t) tale che
oF aF |
- — 3 T == b 4 VI.]_S
axh ap 8yh h ( a)
oF ar
= - = f. 1.18b
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Un vincolo di mobilitd & detto fisso se nella loro espressione analitica (VL.9) i
tempo non figura esplicitamente, mentre & detto dipendente dal tempo se nella
(V1.9) il tempo appare esplicitamente.

Possiamo dare la seguente definiziene: Un sistema ¢ detto anolonomo se €
soggetto a soli vincoli bilaterali, di cui almeno uno di mobilita.

Si & sottolineato, nella precedente sezione, che per un sistema olonomo il
numero di liberta & esattamente uguale al numero di coordinate lagrangiane.
Questa affermazione non rimane vera se riferita a sistemi anolonomi. Piu pre-
cisamente, in un sistema anolonomo il numero di gradi di libertd & uguale al
numero di gradi di coordinate lagrangiane diminuito del numero di vincoli di
mobilita (o, il che & lo stesso, del numero di relazioni non integrabili}. Infatti,
in tali sistemi, gli incrementi di tali coordinate non sono indipendenti fra loro
ma legati dalle relazioni lineari che si ottengono moltiplicando per dt i vinco-
li di mobilith del tipo (V1.9). Per esempio, nel caso prima considerato delia
ofera che rotola senza strisciare sopra un piano, si & visto che per determinare
ad ogni istante la configurszione della sfera occorrono cinque coordinate lagran-
giane a, 8,6,1, ¢. Gli incrementi di tall coordinate sono legati dalle seguenti
relazioni lineari {ottenute moltiplicando per dt le (V1.16)), si ottiene

dev — Rsindf + Rcosy sinfdg = 0, (V1.19a)
dB + Rcosdf + Rsinysinfdg = 0. (VI.19b)

Quindi solo tre dei cinque incrementi delle coordinate lagrangiane possono essere
attribuiti ad arbitrio mentre gli altri due sono determinafi dalle (VL.19). Percio
il numero dei gradi dei liberthy del sistema & tre. (Si osservi che questo e in
perfetto acccordo con il fatto che ad ogni istante I'atto di moto & una rotazione
attorno ad un asse passante per il punto di contatto C.)

4 Spostamenti effettivi e spostamenti virtuali
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