1 Spazi vettoriali
%

Siano dati un insieme V' ed un corpo K. 8i dice che V' é uno spazio vetforizle sul corps K se sono

ung di ¥, enprambe a valori:in V., tall che le segugnti proprietd sianc soddisfatte

- (Proprietd commitativa)
6 (Proprietd adseciativa) (1)
: i {Tsistenza dello zern). el
el diteV i +d’ =10 (Esistenza dell” opposta).
i =ik  (Unitd di K per elemento di ¥}, _
a{bif) = (ab)i {Proprieta associativa del prodotto estetno) {1.2).
{a -+ 00 =.ati+ b -~ {Proprietd distributiva ).

Queste pi'_op'r_ieté valgono ovviamente ¥ii, ¥ appartenenti a V ed a,b apparienenti a. /0 inoltre 1 é 1’
unitd di K. Casi significativi sono-quelli cort K corpo dei numseri complessi e con & corpo dei numeri
reali. L) elemento 7 di cul sopra viene -a}nehe indicato con —#. La somma i+ (=) viene ariche ndicata
ot i — i & chiamata differensa di 7 e di-¥. Gli elementi dit V' vengono chiamati vettori. 1L véttore sl
dice parallelo al vettore ¥ se esiste mek i;éﬁecheﬁﬂ: mi; se K &1l corpo dei numeri reali; 1 due vettori
st dicone paralleli & concordi se-m 3> O, paralleli & discordise m < 0.

Le seguenti proprietd sono consiguenza delle precedenti:
s Lo zero di V' e Vopposte di 4 sono uaici,
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s aif=0=a=10, oppure & = U,

dove 0 &1o zero di K

Un esemipio di spazio veitoriale & 1" insieme R™ delle n-iiple ordinate di numeri reali
@ = (u, ﬁé, e ?'ﬁii} ¢on somma ¢ prodotio definiti-da
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ait= a2, ut) = (Ez?jli_aué;'-f—lé (™)

Gli 7 vettori 171, 2ia, <, i, &t dicotio linearmente indipendenti se una loro combinazione lineare pud

dare risultato nillo sole se sono nulk 1 coellicienti, clok



atiy 4 a"’u-'g doratn =0 al =et=n =t = 0

in caso contrario si dicono Hnearmente dipendenti. Se esistono n vetfori linearmente indipendenti e,
tOmHﬁch ne prendiamo n + 1, ti_ﬁééﬁi'ﬁéﬂltaﬁ_d Hnearmente 'dip'ende:ﬂ{?i, allora sl dice che ln spazio
vettoriale ¥ ha dimensione finita i In tal caso, 1 vettori liearmente indipendenti si chiamano anche.
hase di V& ha che i vettori-costiuiscono.ina hase se e solo s ogni veticre si esprime in uno ed
sol mody éoie loko combinazione lineare. Un esenipio . spazio :1%35,;1@:3'51;3; con dimensione -8 N7 ed
A sia base é data dai vettorl é'l, la cui unica compenente-nion nulla vale 1.ed é 14 i-ma:

1.1 Cambiainenti di base.

Siano € ed &y due basi di uno spazio veltoriale: 'vafiamente_, €; si-potréd esprimere .come cormbinazgione
lineare degli clementi dell’ altra base e viceversa, cioé.

(13)

S i , i
& =Afen . Ep=4Ap78, .

dove-si adotéata la convenzione di Einsieiﬁééxgli indigi 't_ipétut'i_, cioé che é soilintesa la sommakoria
rispetto a tali indici. Un indics ripetubo dicesi muto.e nulla cambia se lo sostituisce con un altro indice,
purelié questo nion corpala gid nell’ espressione chisi sta considerando; gl indict non muti sono anche
dettt "liberi”, 4, ¥ iens dnehe chiamata "matiice del canbiamento di base”. Sostitiendn (1 :3)y nell’
eq. {1.3); ed nguagliardo .87 ej, &1 trova che le matrici comparenti in (1.3}, e (1.3), somo ' ana l”
inversa. dell’ d]t:m Per opni vettore ¥, st ha

(1.4)

i=va,
&d 1 coefficienti ¥ vergone chiamati *componenti di ¥ neila base €;7. Come cambiano le componenti
al variare delia base? Sostitiiendo la (1.3); nélla (1.2), ed uguagliando a v, si trova:

) -J. o "l‘ P
vt = :’ig':- 7"?)1 .
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‘Sinetiche la matrice con cui cambianole componentix? non éJa stessa di (1.3}, con cui cambia la base
&y invece é la‘sia inversa, quella ehe compare in {1:3);. Per guesto motive U eq, (1.5} viene chiamats

"Legee di Controvarianza®” ¢ le suddette componenti o vengono dette ”componenti controvarianti di



ana le componenti di. un vettore-¥ in una

. Si hud anche dire che una n-upla di numeri o Tapprezent
data base se @ -salose, al variare delia base, st tiasformano con 1a legge di controvarianza.

1.2 Crientaménto.

Diciamo equivalenti due bdsi se sono legate da fima mateice di passaggio con determinante positive.
& verifica Facilmente clie queéssa & una relaziong di equivalenza perché saddisla & propéield riflessiva,
simmetrica ¢ transitiva. Dimastriame ora che ci sono zale due classi di equivalenza.

Infatti, se ce ne fossero pid di due, possiama prenderne 3.ed -una base in ¢iascuna eli ess; se A ed As

sono le matriel di passazpic come in figure, st ha detd; < 6, detAs < 0 da cul detAs 4, "> 0. Poiche
Ao Ay &la matrice di passaggio daila primia alla terza base, nesegue-che queste sono-equivalent, coniro

il fatto ehe.si tiovano in classi diverse.

Prendendo tha base &, - ;En ed operando una-inversione del primo asse, cioé prendendo &% =
&), &Y = fn,rer 8 = &, la-matrice.di passaggio é: diag{~1,1,--+ ;1) con determinante —1. Per-

¢ié & pud passare da una classe di equivalenza ali’ _.altt"a;.é:énjjﬂicenjé_J'_u;_e"'iziver-f,en&o.'ﬁna,ﬁegli- agsi.
Assumende orientata positivamiente una di ‘fueste glassi, I¥ aitr'a gard orientata negativamente.

Nello gpazia ﬁsico.'ﬁj.diln-epSEQnale 51 assuifie arientata positivamente la base che ubbidisce alla vegota
della mano sinistra: "Se si dispone il pollice della mano sinistra paralleloe concorde.ad & ;i inedio ad
&y, allora P indice dovri essere paiallelo g.concorde ad 37 Una tale base si chiama é;il’;iljeleifbg'im.-
Se s inverte il verso del pollice si cambia orientamento e, nello stesso tempo, & soddisfatea Iz regola
precedenta ma con la mano destra anziché 1a sinistra. Una tale base & dice anche destrogira.

Notianio infine che con una.rotazione i orientamento non cambia; infatil, se essa avviene abtorno ad



&, lz matrice di passaggio &
cosd —gind 0 _ S
sind  cosd 0 ) ¢hie ha determinante 1.
o o 1.

Sirilmente per le rotazioni attorno ad & e per guelie attorno ad €. Ne segus che anche pit rotazioni

siiceessive non fanno cambiare oentamento in quanto Ja matrice di passaggio ¢:3 prodotto delle va
matricl di passaggio. Questo conferma la validitd della regota della mano sinistra (g que*la della inano
destra), in quantc ¢ sempre possibile mediante al pit-3 rotazioni far diventare il polliée @d il madio
paralleli ¢ concordi ad &), & rigpettivamente.

1.3 Prodotto scalare:

T une spazio vettoriale si definisce prodotto scalave pseidosiclidee una applicazione dal prodotio
cartesiano V x V' a valosi in &, ovvers che alla coppia di vestori & e ¥ associa un numero reale. che
indichigremo con @ » U, che soddisfa le seguenti proprietd.

{Pmpneta commutatwa del prmdoLLG sealare) _
noe sca’lar'e}

{L6)

Queste proprietd valgono ovviamente Vi, ¥, & appartenenti a V' &d a.appartenente adt. Inn tal caso ¥
vieng anche: chiamato spazio vettoriale pseadoeucliden.
2% di ino spazio vetiorials pseudosuclideo in una sua base €, la matrice

51 chiama "matrice della metrica

che ha come elementi

g5 = €&+ & - {1.7)
Per la prima proprietd del prodetto scalare segue che tale matrice é simmefrica.
Da #=u'E; e ¥ = vie; segue
(1.8}

b= giguti
percid, se -notala matrice.della m_e_t-r.i'ca & notg anche il prodotth scaldie. di dui vittos. __pphcrndg R

{1.7) con F = &, si vede come dalla quarta proprietd del prodotio scaldre segue che Ja matrice della

e



‘melrika 6 non singolare, Vicevarsa, data una mafrice gy simmetrica ¢ non sinpolare & assumendo la

{1.7) come-definizione di 4 : 7, 81 vede: che sono suddisfalte le proprietd del prodotio sealare..

della metrica al vatiare della base, cioé.
giy = A5 A guy {L9)

Si definisce anche la matrice della meirica con gli tndici i alto, come la matriee inversa di gy, ovvero

da

a3 gi= 8. (1.10)
Sastituendo la (29) in (1 10) e moltiplicando per _;-’i,-‘-';_, 5 Lrova,

Aiif?ﬁ ?‘ljj : A-hh‘gj' w=40
moltiplicando-questa pe'r.ﬁ;,i_‘,-,- misbrice inversa di A sl trova

A9 A gy = o
confrontando questa.con T eq. (1:10); seritta agsiungendo i primi '-ai suni indid, si trava che

(1.11)

VAT L e

gl = AT AY g7
che ¢ Ja controparte dell’ eq.- (1.9) ma. per la matrice della metrica con glf indici in alte.
Due velfori i e ¥ si dicono orfogonali 5é e solo se i =@ = 0, Si-dice Hotma del vettore i it numero
|| 7 ||= @i Si dice poi modulo del vettore 1 il mumero | 7 = /[|[ @ [, cioé:la radice quadrata del
valore assoluto della norma.

Tprodotii scalar 6y =7 - € §i dicono compongnti covarianti di ¥ nella base &. Oviiatienic, ne segue’

= ulE & = vlgis (1.12)

con un cambizmento di base; sl ha

&



#
Si nioti ghe Ja matrice con el cambiano. le componenti vz é la stessa di (-1 3); ton cui cambia la hise
& Per questo motivo le componenti vy vengono dette *componénti covarianti di .
Basi ortonormali..
I wetiori &, per'i = 1,..,7 si dicono ortonormali se | & & |= &;;. Ne segue’ elig tali vebtori sono

linparmente indipendenti; infatti, da af8; = 0; moltiplicande scalarmente per &5; 81 ha . = & af

+357. Ne ségue the 7 veitori ortonormali formano una base. Dall’ eq; (1.13) iségl_le_'poifche,- in-una base
Griotormale 17 = 4 #%. Partendo da una base orfonormale, a meno di scambi di posto tra i suoi vestori,
si prid fare.in noodo che i primi suolr vetiori hanno norma 1 ed i rimanenti hanno norma -1 Tiy ta] mécla
il prodotio scalare &i-2 vettori é la somma dei prodotti deile foro prime.r componenti é;jri‘is'pbhﬂenti,.
diminuita della somra dei prodotii deile loto nltime n — 7 componenti corrispondenti. La norma &l
un vebtore & Ja somma. del quadrati delle sm;j prime r componenti; diminuita della somma def quadrati
delle '.éilé’ uliime 7 ='r componenti, Possiamo. ora dihj{;stra,re jﬁléc il numero 7 non dipende :da-l'l'e]'; hase’
préstelta; se infatti supponiame per assurdo che pelid base ertonorimale & st abibia r' 05, possiaing
frovare un vettore non-midlo 4 chie ha 16 sue piime 7 coniponenti nella base & mnulle, ¢ le sue ulthne
—r componenti nella hase &5 nulle (infaiti quests equivale ad imporre 41 ~¢' < n equazioni lineari
omogenies in 7 inéognite). Allova nelia base € si avrebbe {f @ [[< 0, mentre nella base &y si aviebbe
| &> O, per cui § i )}= 0, e questo nella base & implicherebbe € = 0, il diéé,’ii,rihs&'ﬂlfﬂd- Pertanto,
=775 la successione {7 v 4= f} di # simboli -+ & di n—r simbgli — dicesi S’li‘gﬂ_at;uf?l_}déﬂﬁ 8PAzio
vettoriale pseveuclideo.

Dimostriama ora che, assegnata una base {—a_'."{} di uno spazio pseudoeuciideo, é sempre possibile ottenere

tramite.essa una base ortenormale. Infattl



7

¥ 1

o sc || @ i 0, cercod coefficienti Mi, -+, An #ali che, definendo.

'?}I'.L. = aﬁ + ’k-n.a{l

&i trova la solazione; mi accorgo che sond nella stessa-situazione di prima ma col vantaggio che
il primo vettore ha-module unitario e tutti.gli altri vettori sono ortogonali ad esso.

56 || & |l= 0, ma esiste t fra 2,0, 7 'Lale che || @ | 0, allora scaimbiandoe @; con @;.mmi ritrovo
nel casa precedente, .

s¢'|| & [|= 0 qualunque = 1, , 7, allora esiste j tra 2, 7i-tale che [ @+ d; [ 0, altrimieut]

2 - & + & 3y dacu & <& = 0pdacit & U= 8y (0'E) =0

= =
y Ay T

avret 0= g + & [|= -+
qualudque 7 per eiti & = 0 controil fatto che & facéva patte di una base.
‘Posso percit sostituire.dy con & 4 &; € rini ritvovo nel prima caso.
Mi ritrovo percid sempre col primo vettore di modulo Unitario e gli altri ortogonali ad esso. Riapplico
dquesto metodo & questi-altrl vestori; notardo che conisuddetti passaggi essi saranno.si sostituiti da.
altr] vettori, ma questi Timarianno sempre ortogenali al primo. F cosi via, gradualmente, ragpiungo.il
risultato richiesto.
Spazt euclidel.
Dicesi euclideo uno spazio vetioriale psendosucliden in cui é soddisfatta ¥ ulteriore condizions
f&)>0 ¥&#£0.
* Simoti che la quarta proprietd del prodotio scalare ¢ conseguenza di questa; infatei, se % =0 VeV P
allora si patrd.anche prendere ¥ = @ da ¢ii, per la nuova proprietd. degli spazi enclida; segue 7 =0.

seguie anche che la metrica di nd spazio euclideo & una mattice definita positiva:



#
Sussiste.anche la d.i's_eg_iiagl_iaﬁz-a di Schwatz: "1 valore assoluto dél prodotto sdalakd di due vet{ol hon
sitperd il prodotte del modali dei [aitorl, cigé

lidr <l i) (5] (113)

of

Infasti, questa proprietd ¢ banale el caso §=0; se ivece 9 # 0y .da

0 gl AT ||= A2 || # || £2A0 i+ )| T ff, ho una disequazione di secondo’ grado ¢he ‘deve esscrn
verificata qualungue A; pertanto il trinomic deve avere discriminante non positive, allrimenti linostra
disequazione sarebbe violata per valori di Adnterni aile due radici. Dunque,

(- )2 11 5 1% )j<0 (abbiame divise per 4 il discriminante), da cul segue la (1,13}

Si ha pure fa diseguaglianza triangoltere:

| 1w )= |sja+digld]s i), (1.14)

A questo figuardoe, basterd dimostraré la relazione che si otiiene da essa elevando al quadrato; ciod

< 2| @ || ¥ ) che é vera per la diseguaglianza di Schwaiz [Abbiaing

=1

~2 | & || ¥ | 20
semplificato, in tutti e tre i tevmint, | & [+ 7 [*).

Dalla (1.13) segiie poi che esiste certamente un dngolo ¢ tale che

. TR N
cosd = EINE E', {1.15)

in quanto il Tuto destro di quiesta relazione hia valore assoluto non maggiore di uno, per la diseguaglianza
di Selwarz, Tale angolo pud essere chiamato "angolo tracii e 47 Dunque in qualunque spazio eucliden’
pud ‘essere’ definito 1* angolo tra due vettori ¢ il lorg prodotio scalave ¢ vguale al prodotio dei lova
‘moduli per il coseno dell* angolo compreso.

Altre proprietd valide in ui spazio etclideo & con una base ortosormale 5010

Ja matrice della metrica é ld matrice identica,

non ¢’ & differenza tra compeaenti controvarianti e covarianii di un vetiore,

1l prodotts scalare di dite vettori.é la somma deif prodotti delle loro companenti carrispondenti,

lanormd di im vettore & la somma del guadraii delle sue componenti:



1.4 Matrici ortonormali.

Se siamo in ung spazio euclideo ed entrambe le basi sonc. ortonormali, aliora avremo g = 4 ¢

. Sf T L it ',.I - 2 N - . Y o 1 AT i i
Giry = fpj, cosicehé I’ eq. (1.9} diviene dj; = 4/ A_,‘_L} ciog AA™ = I} in altre parcle, il prodotto di

una riga.di A perse stessa d4 1, menire il prodetio di-due righe distinte di A & zero. S5 ha anche che
AT § la matrice.inversa di A. Ne segue poi-che ATA = 1, per i il prodotio di na -colotna di A
per 5o sigssa dd 1, mentre il prodotto di dug colonne distinte di A& zero. Quests tpo di matrid si
dicono artonormali, I determinante di AAT =76 (detA)” = 1, tioé il deferminante di Und riatrics

petanormale ¢ 1 oppuie -1 Quelle con deterniinante 1 preservana I” orientamento; nieatre 1¢ altre lo

cambiane.
2 Vettor] nello spazio fisico.

Cominciams questa sezione con ' Assioma dello Spazio Fisico: PAd ogni osservatore lo spazio fisico
appare tridimensionale nomogenco ed isotrepo e vale in essp, per le figure in quiete, ' ordinaria.geometria
euclidea®.
Clonsideriamo ofa ! insieme del segmenti orientati A8, éssenda 4 & 7 1 pinti-estrénii del segiménts, ¢
paralleli {1l segmento orientato di lutighesss nullié intess prrallelo & qualungue altre), chiamiamo oro
modula la loro lunghieszs; die segmenti orientati parallell AB ed A8’ sono detti concord: se

o i segmenti AA" e BB non hanno punti in comune, nel caso che A, 4, B, B' non stanno su una

shessa rebia;

¥ B' 63 destra di A se B é 5 destra di A wietitre BY & a sinistra di 4" se 5 € a sinistra di 4, nel

Diciamo equivalenti due segmenti orientati 45 ed A'B’ se sone pargllell, concord] ed hanne stessn

modulo. Si pud dimesirare ché guesta relazione gode delle propricta riflessiva, simmetrica e trapsiti

‘per cui 6 una relazione di equivalenza. L' insieme delie dassi diequivalenza é chisimaio vehtare dello



‘spazio fisico.
—

Definiamo Ja somma di due vettor non paralleli con la regola del paralielogramima: Sia AB wn cleinenio

della classe oi unio déi due vettorl ed AC un elemento della.classe dell’ altre; disegndto i parallelogram-

ma ABCD, la somma dei due vetior é definita come la classe di -equivalenza in cui-sta la diagonale
e}
AD.

Definiamo Ta sonima di due vettori paralleli e concordi con la regola: Sia 4’1}% 1t elemento dells classe
di uno del due vettori ed :i_tir‘ un’ elemento della classe dell’ altro;. il segmento: orjentato. parallelo e
concorde ad essi e .con modulo uguale alla somma dei loro meduli identifica una 'crizé;iéé_-di,,éqtii?alé}:lz_a.
tzht_a ¢hiamiamo somma dei due vébtor.

Definiamo la somma di dus vetéori paralleli, discordi @ con moduli diverst ¢on-la regola: Sia ABwi

clériiento della classe di uno déi dué vetteri ed AC i elements della elasse dall® altro; i semento
‘orientato parallelo ad essi & concorde aquello con module pi;:’i grande; ed avente corrie module-i valore
assoluto delle differensa dei foro moduli; identifice una classe di equivalenza che chidmiame somma dei
due vettori: |

Infine, definiamo somma di due vettori paralieli, discordl e con stesso-modulo, il - vettora '@ modulo
siulla.

St pus verificare che ol definizioni fion dipendono dai rappresentants scelfi nelle classi dei due vetioyi:
Definiamo prodotto di un sumero reale a per un vettore di cui AR ¢ un rappresentanie il vettore

ad AR e concorde con esso se e -0, discorde s8¢ & < 0. Ovilaiménie; sea =1} il vétiore prodotio é




51 pud poi verificare che, con'le suddette. operazioni di soinma & prodobto esterin, sono soddisfatte:le
‘proprietd (1.1}, (1:2) per cui'il nostro ¢ uno spazio vettoriale:

DEFINIZIONE: Diciamo ,pro_d_d,tﬁe scalare dei vetiorl -ﬁ'é- 7 il prodotio dei loro moduli per il coseiio
dell® _aﬂ_goiortra esst compreso | Questi angoli sonop 2 nia, essendo supplementart, hanuo lostesso Coseno;

se i due vettari sono parallell ¢ concordi I angolo €0, se song paralleli & discordi 1" angolo & x).

equiverso a quello originale, e che viene chiamato suo versore, 51 pud anche definire versote 7.di imd.

retta r come uno dei 2 versori paralleli alla retta stessa; in fal caso @+ 7=, ¢ in valore assgluto pari
alla prolezione orioponale di @ sulla retta r.

Definiamo ora il simbolo di Levi-Civita:

1 67k 6una permutazione par di 123

=1 s¢ ifk éuna permutazione dispar di 123 (2.16)

Eifk =5
' 0 sedjk nowéuns permutazione di 123.

(1;.-:'“9 una permutazione pari di 123 56 si pud ottenere da 123 von un numers pari di seambi tranumeri
i, 2 e 3: & una permutdzions:dispari se si puo ottenere da 123 €61 Ul numero dispai‘i' ai séaia,iﬁi). Ann
proprietd importante ditale simbolo ¢ la seguente: *Se A;; sono gli-elementi di una matrice 3:X3; allora
il suo delerminante é

Eiji Au AjpAps = det A, (2:17)

Infatti; €ip An Ay Ay = E1gpAn Ajp Arg- a5 Aot Ay Aps FegiiAn Aja i = e10a4v Ape Ass+eiz0 A1 Agu Ava +
i€, g4 A1 s Aay, & il determinante defla matrice ottenuta da Ay scaimbiando lé righe con le colonne,
per eui @ sempre il determinante di 4;;. St ha pure
EggreAin -_*ijj_" Ape = epppedet A {2:18)
Tafatil, se ' 7'k ¢ una permutazione pari di 123, il primo membro & 11 determinante di una matrice

che si ottiene da -A;; con un numerd pari di scambitra le sue colonne, per cul & uguale al secondo

i1



menthro; similniente, sed’ 7% 6 una-petmutazione dispiri ¢ 123, il primo membro & il deferminante di
i matrice che si obtiene da 4;; con un numero dispari di seambi fra le sue colone, percui & uguale.
al seconda membro; fnfing, se i’k non & una pertiutazione di 123; i prime membro &l determinante
di unz matrice ehe ha due colonne uguali, per cui & zero, come il secomigm'emb_ré.

DETINIZIONE: Diciamo prodetto veitoriale dei vellon 7 & 7 i1 veltore che, nella base. & ha

-Ma rappresentaquesta terna di numeri veramente un vettore? Per saperlo, vediamo se & soddisfatia la
legge di controvariainza

AT = AT @A = A7 e il
che deve essére ugnale alla (2.19) scrita con i, ciod

y o 2doed 3ot 7 7 i o T k L A TP iVE
(ur_f\.ﬁ:}‘-' = gi, J—'aj;k_a_;;;‘mh :U'r"- '.:_-A,-; flj'?:gtjgj{h-'j;f‘%f:';{ uh f*;;;_k"vj ﬁ;..j-;;;;?f.h’i)k;’li _r}-”:(det A)’B s

(abbiamo usato la (1.11) ¢ la tegge di controvarianza el penultimo passaggio, e p eq. (._2.18__,)' nell’ ulf.i_m'ﬁ_}-
per cul I' uguaglianza & verificata, ma solo per l¢ trasformazioni con det A = 1 (Si polrebbe Anche
dimostrare chie queste sono le trasformazioni che lasciano nvariate il volume.di una figura). Un ¢aso
particolare sone le trasformazioni artogonali che preservano |’ erientamento. Visto queste, possiamia dire
£hs il prodotto vettoriale fion Tappresenta un vetiore; lo ciﬁamia‘mm pseudo-vettore e, afulli gli effetti
si trasforma come un vettoré ma solo per le fresformazioni con delermiinante unitasio. In particolare,
partendo da una base ortonormale _1:31{(_}{511"&_ possiamo zonsiderare la trastormazione artonormale che
preserval’ orientamento e che porta I’ asse dell¢ & pavalleld sd equiverso ad @ 6 1 asse delley parallelo
1

ed equiverso alla componente di ¥ ortogonale ad . In tal caso la (2:19) ef dice che (i A B = gaule?

percul FAT=(0, 0,ulv?), ciog il prodotto vettariale di-due vettar 76 ¥ & ortogonalg ad entrambi;

dell’ angolo compreso, ovvero pari all” area del parallelogramma che ha i e ¥ come lati contigui.

L‘C'_Avh T x}‘}
| — -




Dalla definizione (2.19) e dalla proprietd (2.17) segue che

—

o | fr & N
TAd=sluy us g, {2:20)
[ot w2 ug

ciod i AT é dato da.un deterrminante simbolico nella cui prima riga ci song i versori degli assi, nella

seconda e componenti del primo vettore ¢ nella terz.a'rig@ le componenti delt altra veftors; sebbene

sia un determinante simbolico, si ealcola con le solite regole dei determinanti. Dalle precedenti seguono
poi anche Je seguenti proprietd:

TAT=0 & i)/,

AT = TN,

(mil) A=A (i) = i A 7,

7l T
LA E fﬁf'=ﬁ:§ LA

i=t

g A& = .
La seconda di questa mostra che jl prodobto vettoriale non gode della proprietd commutativa, anzi
cambia segno quando si cambia I’ ordine dei fattori. All’ ultima bisogna aggiungere tutte quelle che si
ottengono da essa con una permutazione ciclica degli indici 1,2,3., e quelle che'si ottengono da queste
scambiando 1" ardine dei fattori ed usando la proprietd anticommutativa. Altra proprietd rilevante é

- A

(ENT) AT = (G800 — (T EAFAW) = (T 0)7 = (- T

.nota come proprietd del doppie prodotto vetioriale; la seconda di queste segue dalls primy e daila

proprietd anticommutativa del prodotto vettoriale. Per provare la prima, basterd farls in un riferimicnts

tal tago tale relazione diviene

1003 (—wa ; Wy, B) = (epio by = vywiie = vataii

che é certamente verificata.
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2 VETTORI NELLO SPAZIO FISICO. | 4
i ew con w0, s tratta di trovare il vettore & tale che

BAUW=Y, . (21)

Sussiste il seguente TEOREMA: 7 Condizione necessaria e sufficiente affinché Pequazione (21)

ammetta soluzioni  che v v =-0. In tal caso, tutte e sole [e soluzioni sono date da

uAY

e

g, YAER (22)

&L=

Proof. 1l fatto ¢he % -4 = 0 sia condizioné necessaria, segiie dalla definizioné di prodotto
vettoriale. Per dimostrare che essa é anche sufficiente, basta verificare che grazie ad essa la
(21) ha soltizione. Per semplicitd cerchiamo una soluzione parallela a u A v, cieé del tipe
= uu Av. Sostituendo quest’ultima espressione nella (21) si trova p = 1%2 Se indichiamo

con ¥ la corrispondente soluzione, siha 22 Aw= 2. Ci chiediamo se esistono altre soluzioni:

Consideriamo ora la definizione: "Dicest Prodotte misto dei vettori Ay 4 e il prodotbo
sealare - v A w® (Ovviamente prima va eseghi£0'il' prodoetto vetloriale e poi quello scalare;
altrimenti non avrebbe senso wie scalare moltiplicato vettorialmente per n vettore). Sus-
sistone le seguenti prQ_priété:

Proprietd 1: "11 prodotto misto; in termini delle compornenti dei suoi fattor in una data base

ortonormale, ¢ dato-dal determinarte

che segne facilmente dalla (20),

Proprietd 2. "1l prodotto misto di 3 vettori é nulle se e solo se i 3 vettori sono complanari®.
(Segue facilmente dalla {23)).

Proprietd 3: "Il prodotto misto di 3 vettori non cambia se & permutano ciclicarmerte { suob
fattori®. (Segue facilmente dalla (23) in quanto ura permitazione cichica dei fattori equivale
ad un numero pari di scambi tra le righe del deferminante).

Proprieta 4: "Nel prodotto misto (23) si possono scambiare i simboli di predotio scalare e

prodopta



vettorials seiza cambiare il risultato”, (Infatti, per la proprietd commutativa del prodotto scalare, i
ha u g =@ Ay che differisce daw - 2.A @ solo per una permittagione ciclica dei fattori).
Propriets & "I prodotto misto dei 3 vetsori non complanari u, ¥ é w & positiva se & solo se {u o )
" ez A é acuto, mentre nel secondo vaso é ottuso).
Proprietd 6: "1 valore assoluto’ del prodotia misto dsi 3 Vettori non complranja_tﬁi-__g, vew .C_(}Zii._fl.é{_de. col
vohime del _pafal]elepipecib <he ha u; ¥ ew come spigali concorrentt in una stesso vertice. '(rf{_n_'féi’;i,_iipc's'—
slamo sempre BCrivers w come somma delfa sua componente g paraliclaa vAw e della sua componente
iy ‘orfosonale & 1A 46 Dopo cid 8 haw A w =uy-wAw=+ |1y | [2Aw]ela proprictd segue dal
fatto che ] v Aw | 61 area 'dgl"parél'le!q,rg;a;l'n'ma che Lz come spigoll ¥ e w, mentre [_gg | & 1" alfewza del
parallelepipedo suddetto rispetto-alla hike castituita dal summenzionata parallelogramma).

3 Sistenii di vettori applicati
Sistema di vestori applicati & vn insieme di coppie ('171 ; H) i qui primc elemenio & un vettore, ed il
secondo &3l punto in cui & applicato. La febis passante per F; e parallela a7 i chiama anche retta.d’

applicazione di #. 81 definiscono poi il risultanie ad il momento di polo O del sistema cotiie

R=3"% , Mo=) (B-0)as. (3.24)
’:1 =i

Nel caso di un sol vettore-applicato, ciot N = 1, la distanza del polo O dalla reita &’ applicazione di

sua direzione &ortogonale al piano passante per 0.2 contenente Ja retia d applicazione; il suo verso &

quello da cui st vede runtare P, — O in senso antiorario allorché si sposta it vetfore lunge 1a sia refta
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d’ applicazione nel verso del veliore stesso,

Da cib segue che Mo non varia allorche si sposta un vettore l0ngo la propria retea df applicazione's,
T ?;-)-

210

nel caso di '1_1@ s0] iifétt'd're'_fapp']:;(:'ato,' g2 7600 se ¢ solo se essa & nullo o la sua relia d applitizicne
passa per (. Dall’ eqiiazione (3:24) segue chie Mo = Zfil(P!_ O+ 0= 0 At dacui

Mo = Mo+ (0 - O") A ﬁ (4:25)

che of da Talegge con cui variz il momeato al variare del polo. Il suo ultims tefmine: & il momento
_H:fa,. che 'si-avrebbe se avessimo il solo vettors B applicato in Q. Da essa segue anche clie H momento
nod dipends dal polo. O solo per 1 sistemi a risultante nullo. Un casa significativo di questo tipg 2l
seguente: |

Dicesi ¢coppis il sistema di 2 vetior applicati opposti (7, A} ¢ (=7 B). Ovviamenie le due setle d’
applicaziong stanno su un piano, detto piane délia_.cﬁ(}ppigg, e la loro distanza si chiame bl-accie della
‘coppla;il-modulo di ¥ viene anche détto intensita della coppia.

Poiché il momento di una coppia nion dipende-dal polo; pessiamo préndere polo B, ottenendo che il
momento della coppia & quella-del sola vettore applicato. (7, A) ma rispettc af polo B. In particolare,
e segue che il modulo del momento di una coppia &1l pradesto dell’ intensity e del Liraccic della coppia.
St ha anche la.

PROPRIETA’: "Esistono infinite coppie di assegnato momento”.

Infatti all’ equazivie (A —O) AT = Mo 51 possono applicare le considerazioni dell’ equazione vetioriale
‘ottenendo ¢he, pur di scegliere A sul planc passante per O ed ortogonale ad 'ﬂ?o,,r st trovano infiniti
valori per #; appare, pur di 'sc:egiiére. ﬁ:—orﬁogonékglziﬂ__ﬂ?@_, si trovano infiniti valori per A~ O. t‘«opo
ity la coppia richiesta & (¥, Ay e (~7, O). | “

DEFINIZIONE: "Due sisterni © e ¥/ di vettori applicati 1i diciamo equivalenti se-hanno lo stesso risul-
; : (1%
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tants, e lo.stesso momento rispetio A qualingue polo- 0"
Dalld lepge (3:25) di variazione del momento alvariaré del polo, segue che se guesto & vern per un polo

0, sard vero anche per tuttl gh altet O'; pertanto, & sufficiente importe la condizione per un solo pole’

soddisfutie le proprietd riflessiva, simimetrica e transitiva.
Un sistema, di vettori applicati in uno stesso, punta O viene chiamato Sisterna di Varignon; i svidente
the.esso & equivalente al sup risultante npplicato in O.

L2 sepuenti.duog operazioni sono, delte operagioni invariantive elementari;

o spostare-uno dei vettori applicai lungo la propria retta d’ applicazione,

o sostituire pit vettori applicatiin uno stesso punio con la lore somuia applicata nello.stesso punto,
oppure I’ inversa: sostituire un vettore applicato in 2 con . pil .vet_tbr'i'_a_pp[icati' in -chis hanne il
‘yettore dato come somma, |

E! owvio che tali nperazioni trasformano un sistema i un altro ad esso equivalente.

Sussistono le seguenti due proprieta:

‘Proprietd 1:” Ogni sistemz T di vettor? applicati & equivalente al -proprio-.ris_uitiinm ng;ﬁ-icato.irppum;o

seelto ad atbitrio'O pil uha coppld avente momento Mo uguale a quello di 7.

Proprieth 2: *Ogni sisteria T di veigori applicati & equivalente a due soli vettort applicali di uno dei

'-tgu‘aii sﬁif_p'ut‘:a_' S(:egliere acl'-rﬂ,_rbi't{rid il puntd di a;aplii:_az_icnef’r;

T prima proprietd si dimostta facilinente; per la seconda, basta rifarsi alle prima e scegliere O come

punto di applicazione di-anodei due vettori della coppia, sommando in seguito guesti ad ff

Proprista 3: *Ogni sistemna I di vettori applicati & equivalente a tre soli vettori applicati i cni pustt di

';!;ppnm'zmne Ary »L; ed Az possano pssere seelsi ad arbitrio, purché non aflineati™.

Si pub dimiostrare qiesto anche solo attraverso operazioni invariantive. elementiri, distinguendo 1

'se'g_':ienﬁ .GzLéi:' |

o Vettori applicati (@, A) con 4 nen complanare cen Ay, As ed g Noto che i vettori A; = A,
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Ay — A, A3 — A sono linecarmente indipendenti. Decompongo.allora riglla somia di 3 vettor
[ungo le. direziois Ap A, As — A, Ay — A sempre applicati in Aj ¢rasporio pol. clascuno A
questi vettori.lungo ta propria-retta di applicazione sostituendoli cosi’ con 3 vettorl applicati

rispettivaments in Ag, ds ed-As.

Vettori app_libati'(ﬁ’_, rl) eon A complanare con Ay, Az ed Az, va con T non coriplanare ¢on Ay,
Ag:'{:’d Ayt Trasporto ¥ lungo la sua retta &’ applicaziong; in tal modeo-il suo punte di appi'icazione
‘eésee fror dal piano ‘& ditorno al caso j}'i'ec_edenta Agi{est&puﬁté ho un sistema di 3 vettori
applicati n Ay, As 6d Ay e dialtnd vettord apiplicati i punti del piand 7 di Ay, Aged Ay e

paralleli & .tale piano

“Vettori applicati (7, A} con A e f appartenenti o 7 ed A non sllinéato ad Ay, Asx Decomponpo
allora, @ nella somma di 2 vettori lungo le divezioni A; = Ay Ay = A sempré applicati inA;
trasporto pol ciascuno di questi vettori Tungo la propria retia di applicazione sostituendoli cost’
con 2 Yettori —_'E‘;ppli_{_:?zfii':_i_i‘is’@etti?ﬁhﬁeﬂte; in A; ed A». Facclo la stessa cosa con i vettori applicati
(7, A)cor A& # appartensnti & T ed A on allineato ad 4 , Ad € can quelit con A non allineato:

ad Ag;-Ag-

2 Vettosi applicati (7, 4) con ¥ appartenente a.7, A allineato ad Ay, Ay, ma & non parallels ac

Ay, As: Traspozto ¥ fungo la sua refta d’ applicazione; in tal modo il suo punto di applicazioné’
gsce fuori dalla cetta di A, As ¢ ritorno al caso _;3recedeﬁte;-Facciﬁ'la.rstessa' cosa.con | vebtor
applicati (4, 4) con f-appartenente a m, A allinesto ad Ar, Az, ma ¥ non parallelo ad Ay, Ay e
con quelli it A allineato ad As, Ay, ma 7 non parallelo ad As, 4y,

. Rimangona ora solo vettari la cui retta di applicazione passa per Aty Ay oppure pei Ay Az
oppure '.[).E].'i.‘:‘i_l.g,_—.r'i_g—." Li {rasporta lungo la propria retta di applicazione sostituendaii cosl’ con 3
vettor apj}'ifzcati' rispettivamente-in Aj, _-/42_ ed A;. Sostituiscs tuttl 1 vethor ,a:ppiieati" in Ay con

Ia Joto somina sempte applicata in Aij similmente per quelli-applicati in A3 o in A
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Clost’ la dinicstrazione ¢ completata. 5i noti perd che, con'lo’stesso metodo, il.compatiente paiallolo
a5 del vettore -ztppiééaﬁe'in Az 'p_ufj.é_s,s.'éré,_ SGs't-itﬁito con -2 vettori. applicati in’ As, A.':;_;',Simihﬁanteﬁ]
componente parallels alla retta 41_’;12 del vettore applicato in A» pud essere sostituito con un vestore
applicato in 4. Dusique siha la

Proprieta Az *un qualungue si'sta'_ma&i vettor ap_pli_ca.t{ é,et’i_uiv'alenté a_'t;ré_sbli vettori appligati (@, Ay),
{8, As) & (i ; As) con Ay Aaed A scelii ad arbitiio, purché tioit allineati, con @ orfogonale al piano
di Aj, Ay ed Az, e th ortogonale alls retia A:ig

fatto di vetbori tutti nalli. Segue facilmente la

Proprieta 5: " sistema di 2 5{;;12: vettor applicati € equivalente & zero se'e solo s¢ i due vetiori sano
wulli & formand tina coppia di braccio nullo”

3.1 Invariante scalare, invariante vettoriale e asse centrale
Dalla legge di variazicie del momenta al vé;?ia’r_e del polo My = Mp+1(0 — O’) A B meltiplicando
sealarmente per B trova Mg+ 8= My - B'& partario 1o scalare [ :Q o+ Bmon dipende dal pelo-
O prescelto; lo chiamiame invariante scalare.

Se R # 0 passiamo decomporre Mg in una componente paraliela ad B ed in vna orlogonale (a f2); la

‘componente parallefa ha coefficiente -I% & versore ,%, e pertanto si hia Moy

[ = »f{ug & cui st dé il norie
di invariante vetforiale.

€1 si pud chiedere se esistono dei poli P tal che Mp ||:ﬁ.','i-n maodo che M p abbia solo la componente
p_iar’aifel'a ad _E, fx_'re_dfémo c:hje' sali poli e;sisz{intj, afzi formano-una retta che chiameremo asse centrale.

Infatti daila legee di variazione del momento & variate del polo, st hit Mp = My + (0 P_) ARest

vuole che sia dguale a ﬁ’—r:ﬁ ciod

(P-O)AR=Mp ~ sh

(ueste of riconduce all’equazione vettoriale con g = PuOru=Rev=1y— e Poichéw -y

Mg B—1 =0, per quanto visto nella sezione prec—:edéﬁfé[?equaz’ione'ammetﬁe soluzioni & quaste sorio
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‘date da

RAM
pop= B0 L p

the al variare di A descrivel'asse centrala.

Per un sistema di vettortapplicati paratleli (fie, A1), 1a fau_ddéft'ta_-eqi.ia.zi_oné’_.de_li’aSs_e diviene

I (Zmi f,)e/\ Z-ul(ﬂ _O}AJJ
Foo= (E;——l fz)ze‘ ’\Zfze B
- _zg 1 fJ{’i. ._ " i-ff{’\ 23“»1 fzﬁ \’1 - Ojj

.__41_1 Ji =1 {Z1~ fz}’)c”

Pertanto, @l variare di g si ottiene na stella. Ai assi centrall fitti passanti per. i pdnio C definitg da

Fia Fi(4-0) (3.56)
Sl '

Esso viene chiamato, cenitro del sistema di vétlori applicati paralleli. Si noti che now dipende da &

0-0=

Dimostriamo ora il seguente
TEOQRENMA: "Opni sistema ¥ & invarants scalare scajare nullo & egivalente al proprio tisyltanie R

Zpplicatoin un putito dell’asse centrale se' R A 0, ad uha coppia av ente il momento di T se R=0".

Dimostrazione. Infattise K= () ¢ ovvio che si presenta la seconda di tali eventualitd. Se invece I=0
ma B 4 0, preso O-sullasse centrale i ha e 0= F=Mg-B==%]Ms | Rdacul.ddy=0per
cui & presenta Ja prima di talt sventualita. 5 noti anchie chie nel caso di un sistema di veitori applicaci

para_llréﬁ -3 risultante non -J_éull_cs, BE50 _é equix’r.’il_exi.te a'lf:_pimpri'e riSﬁit'anté E—,appiicaf.o nei;squ:c'em;m. O

Bussiste anche il
TEOREMA: * Condizione hecessaria e sufficiente afAnché un sistema di vettori applicati sia equivalente
ad un'sol vebtore o ad una sola coppia & che abbia invariante scalare nulio”.

Dimostrazione. La condizione sufficiente & stata pmvam'n-e_i tegremia precedente, mentTe Ja condizione,
hecessaria & banale. Infatti se 1] sistenia € equivalente & {1; B), shora
sistema ¢ equivalente ad una sola coppia, allora =0 da.cui T = 0. |



Un esempio di sistema elementare: di questo tlipo'_'éfcostit'uitc dal caso, gid esaminato,. di vettor
applrf:a,h naraliezn in‘tal caso, e se B#D i1 sistema 6 equivalente ad i applicato el centrs G questo
'mdlper&dememente dalla comune direzione ¢ del vettori applicati: Un ainro esernpio é dato dal ¢aso in

il butti 1 vettorl applicati glacciono-su nng stesso piana..

Vediamo ord aleune propiietd del cen’_grrc}'d:i__: ufn.ﬁ_rirst'em,a d1 \'{eti;o_l;ilégppiiizéiﬁi paralieli, Cominciamo

col caso.di 2 solt vettori applicati paralleii. Dall eq; (3.26) con O = (% 81 ha
4 -0=-L-0).
fi-

Da questa segue che il centro sta sulla re{:taﬂ?;ig;r ini particolare, é interno al segniento A s
due vetfori sono concord], menire se essi.sono discordi sta tiella semivetta avente 4 come estremio se
il veitore applicato in Ay ha modulo pit grande dell” albro, nella semiretta avente As cotie estremo
se il vettore. applicato. in As ha md&u_to pii grande dell* altro. i-'nr}iire.'-i. segineni :ll_ff gd A0 sond
invirsamerite propotzionali ai moduli dei vettori in loro applicati. |
Jem

Torniamo-al caso piv. generale con pitt vettori appﬁz;ﬁpa’mﬂeii’ 4 risultanie nen awlle. St hala
PROPRIETA’ DISTRIBUTIVA DEL BARICENTRO: "1t ceritro di un gistema di vetori applicati
‘paralieli-non cambin se si sostituisce Wi sug sotﬁﬁi-nsiemé col ﬁs:u'lt_aﬂ_te di qﬁes{;i applicatq ._rt_'elcént'rb
del sotfosistema”.
Tnfatti pur di cambiare nomi ai vetitor applicati possiamo Far st chie quelli det sotfoinsicme sianc gl
altim N . 11 centro del sistéma modificato.&

S s = 0) 4 (Sl s HIC =0) _
Zf—— f&‘ + Zz_.n+l fJ 7

Z Gt thA O) ‘3‘ Zz_n-i-l fJ( O) —6-0, '

E‘f':i i+ Z =il Iy

d_e_‘\{eabb'i}imi;; indieato con &' il _t'eﬁtm‘fd_ﬂ sottoinsieme, i hanno anche le

PROPRIETA’ 2: "Se i punti di applicasione di in sistema di veitorl applicati paralleli stanno su un

piano, allora anche il loro centro sta su tale piano™.




Per la dimostrarione, basta prendera il suédﬁtto 'p'iza.m'o, 'c':om;a piano z = 0, prendere @ nel? origing, e
fare la componenie z dell*.eq. (3.26). Similmente si prova la

PROPRIETA® 3: "Se i punti di applicazione di un sisterna di vettori applicati paralleli stanne su ina
Tobba, allara anche i lora centro sta sa tale retta”.

Fer la dimostrazione, asta ?ién&eze la suddetta retta come retfay = 0, & = 0, prendere 0. netl”
ovigitie; & faré le componenti y ¢ 2 dell’ et (3.26).

PROPRIETA’ 4; "1} caibro di un sistema. di’ vettori applicati parafieli €d equiversi € fion esterno alld
mpinima figura convessa 'cantenen_te _tt-ltti_'r_i. punti di 1ap'pliéaziane” (S; _p’ué dimostrare the tra tatkl gl
insient convessi contenenti un insieme di- panti assegnata cen’ € uno che & contenute i fuiti jgli altri;
es50 & Ja minima. figura convessa contenente I insieme di punti ASSeEnao).

Lo si prove usando la propriei;é'dis{:i'ibu'l;ixra del centio & quella del ceniro di 2 sali vetbart applizati

paralieli ed equiversi.
‘32 Momento assiale di un sistema di vettori applicati.

Dicesi niomenis assiale d] un-sistem'a; Zdi iffettci'i applicati rispetto.ad una retta di versore:, lo scatare

M= Mo F, (8.27)

dove @ & un punto delia retta 7. Dalla legge di variazione del momento al variare del pola My =

W

'fl::jc;'-i- (0 ~ONA #, moltiplicando scalarmente per i si"ﬁrova,;ﬂ:fbr" 7 Mo FH{O =0 ﬁfr*-_:_.zl&"o;-
i quanto O~ O'-sta sulla retta r ed épetcié ‘parallelo ad & Feco _perché in A4, abbiamo omessa di
ind—i‘cai‘er il px:%_lci.(j:' il momento ‘assiale non dipeade dalia scelta di {7 sulla refta 7.

Nel taso di ui soi vettore appticatd 1' eq. {327‘) divienie M = (P ~ O) AT -7 per i,

PROPRIETA’ 171l momenta assiale di un sol véttare applicato ¢ nullo'se e solo se'o il vettore € salle
o la sia retta d' applicaziont ¢ complanare all’ asse®.

Fsclusi tali casi, si ha la

PROPRIETA' 211 mamento assiale di un vettore applicate (¥, A) rispetto ad un asse 7 € uguale al
srodotto delia components di & normale ad 7 pet la minima distanza di r dalla setta & applicazione del

vettare, preso-epl segno + 0 — a séconda che {A = O, #, 7} formino una terna levogira o destrogiva®.
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