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cosicché le due rigate L e A si riducono a due coni di vertice O (coni del POIN-
SOT), tangenti ad ogni istante lungo una generatrice, variabile su entrambi (asse
di molo); e, poiché qui viene a mancare costantemente lo strisciamento elementare
lungo codesto asse, si conclude che: Ogni moto di un sistema rigido intorno ad un
punto fisso O avviene come se un certo cono, solidale col sistema dato ed avente
il vertice in O, rotolasse senza strisciare su di un cono fisso di egual vertice.

15 Un notevole esempio di moti rigidi intorno ad un punto fisso & fornito dalle co-
siddette precessioni regolari. Esse possono definirsi, in relazione alla teoria dei moti
relativi dei sistemi rigidi (n. 5), nei termini seguenti. Si
immagini che un sistema rigido S ruoti uniformemente
intorno ad un asse f solidale con esso, il quale alla sua
volta, mantenendosi incidente e solidale ad un asse fis-
50 p, ruoti umiformemente intorno a quest’ultimo. Dicesi
precessione regolare il moto assoluto di S, generato dal
moto di trascinamento di f intorno a p e dal moto re-
lativo di § intono ad f (I'uno e altro uniformi). I.’asse
p, fisso nello spazio, dicesi asse di precessione; I’asse f,
o fisso nel corpo, asse di figura; e il punto fisso O, comune
a codesti due assi, chiamasi polo della precessione.
La precessione risulta individuata quando sia dato {nello spazio e nel sistema
rigido) il polo O e siano assegnate le velocita angolari dei due moti generatori,
'una costante nello spazio, Paltra costante nel sistema rigido. Se wy & la velocita
di § intorno ad f ed wy quella di f intorno a p, la velocita angolare w dell’atto di
moto rotatorio della precessione regolare ¢ data ad ogni istante da

W= W + wsa,

cosicché in una precessione regolare la velocitd angolare si presenta ad ogni istante
come somma di due vettori di lunghezza costante, Uuno solidale col sistema rigido,
Paltro fisso nello spazio.

Viceversa & facile riconoscere che questa propriet caratterizza, fra i moti rigidi
con un punto fisso, le precessioni regolari, onde pud essere assunta come una NuOva
definizione di esse. Invero se, nel moto di un sistema rigido intorno ad un punto
fisso O, la veloeitd angolare w &, ad ogni istante, la somma geometrica di due
vettor] w1, ws di lunghezza costante, soddisfacenti alle condizioni del precedente
eminciato, le linee di azione f ¢ p, di codesti due vettori wz, ws, supposti applicati
in O, risultano 1'una solidale col sistema, Valtra fissa nello spazio, cosicché il dato
moto rigido si pud immaginar generato, come una precessione regolare, dai moti
rotatori uniformi di agsi f e p e di velocitd angolari wy, wo rispettivamente.

16 Durante la precessione regolare, il parallelogrammo di wy, wa, supposti ap-
plicati in O, pur rotando uniformemente intorno al suo lato disposto lungo la p,
conserva inalterata, per la costanza di w; ed wa, la sua configurazione, cosicché in
particolare risulta costante il prodotto scalare
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Inoltre discende di qui che la diagonale di codesto parallelogrammeo, la quale for-
nisce istante per istante la linea d’azione della velocitad angolare w = wy + wo
della precessione, ciog il rispettivo asse di moto, sl mantierie inclinata di un angolo
costante tanto sulla f, quanto sulla p; onde si conclude che: in una precessione
regolare entrambi i coni del POINSOT sono rotondi.

17  Le precessioni regolari, per cui la costante scalare w; X w; non sia nulla, si
chiamano progressive o retrograde, secondo che codesta costante & positiva o nega-
tiva, ciog, secondo che le due velocita angolari af1, we {supposte non -ortogonali)
formano fra loro un angolo acuto od ottuso.

Nel primo caso, ciascuna di esse ha lo stesso verso del componente dell’altra
nella sua direzione; mentre nel secondo caso accade Uopposto. F cid spiega le due
designazioni di pregressiva e di retrograda.

Fissata ad arbitrio una grientazione su ciascuno dei due assi p ed f di preces-
sione e di figura e designati’con x e k i rispettivi vettori unitari, si avra

wy = pk, Wwo = Ux

fiove i e v denotano due scalari, ognuno dei quali sard positivo o negativo secondo
il verso destro o sinistro della rispettiva rotazione intorno al corrispondente asse
orlentgto. Di qui risulta wy % w2 = pwrcosfy, dove by designa 'angolo dei due
versori e k, ed & il segno di questo prodotto di tre fattori, che discrimina le due
specie di precessioni.

NQ'EBI caso escl'uso dapprincipio, di 6y = 7/2 (f e p fra loro oriogonali) il criterio
cade in difetto & la precessione si pud considerare indifferentemente progressiva o
retrograda.

18 Un'’altra classificazione delle precessioni regolari si ha, considerando il mu-
tuo comportamento, durante il moto, def due coni rotondi del POINSOT. Quando
essi si considerino costituiti di rette intere, sono possibili evidentemente tre casi
(oltre quelli di degenerazione di uno dei due coni in un piano): o di due coni sono
}’uno esterno all’altro; o il cono mobile & interno al cono fisso; o il cono fisso &
interno al cono mobile.

Sfanza intrattenerci sui criteri per distinguere queste varie eventualitd osserviamo
pluttosto che in ogni caso, ove si introducano gli angoli di EULERO (3, nn. 25-27)
prendendo per origine il polo della precessione e come assi ¢ e z della terna fissa
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e della terna mobile le rette orientate ped f il cul angolo & g, la = EF\T da
Vanomalia della Hnea dei nodi N sul piano ortogonale in O alla ¢ = pe la w=D~Nz

da I'anomalia della x sul piano ortogonale in O alla z = £, talché si avra
(17) P =p,
Di qui, integrando, si deduce che le equazioni della precessione regolare sono

(18) 0 = 6y,

%= .

P=pt+ @y, P =urvl+ iy,

dove 0y, g, 1y denotano gli angoli di EULERO della posizione iniziale del sistema
rigido. E poi manifesto che, reciprocamente, le tre equazioni or ora scritte defini-

SCONO una precessione regolare che ha O¢ per asse di precessione e Oz per asse di
figura.,

19  Precessione regolare della Terra Un notevole esempio di precessione rego-
lare & fornito dal moto della Terra intorno al suo centro O; ed anzi storicamente
risale a questo moto particolare Porigine dello stesso nome di precessione.

Si sa dalla Cosmografia elementare che la Terra ruota uniformemente intorno
al suo asse polare f nel verso sinistro o antiorario (ciog nel verso da Ovest ad Est
per Sud, opposto a quello del moto apparente del Sole) descrivendo un intero giro
In un giorno {siderale). Ma DPasse polare terrestre f non conserva (rispetto alle
stelle fisse} direzione invariabile, bensi ruota afia sua volta uniformemente (per
quanto con estrema lentezza) intorno ad una retta p di direzione fissa, pel centro
terrestre O, la quale si pud caratterizzare come ortogonale al piano della eclittica
(cioe dell’orbita ellittica descritta dalla Terra, secondo le leggi del KEPLER, nel
suo moto di rivoluzione intorno al Sole). L’angolo costante (minimo) delle due
rette (non ancora orientate) f e p & di circa 23°30'. Immaginiamo orientata la f
dal centro O della Terra verso il polo boreale, e la p in modo da formare colla,
semiretta positiva della f Pangolo acuto suindicato. Le osservazioni astronomiche
pit: antiche, poste a raffronto con quelle degli ultimi secoli, hanno mostrato che
Passe terrestre f ruota attorno all’agse p (orientato, come i & ora ora convenuto)
in verso concorde al verso orario (cioé da Est ad Ovest) descrivendo un intero giro
nel periodo di circa 26 000 anni {siderali), che prende il nome di anno platonico.

La precessione regolare & con ciod definita.
La rotazione della Terra intorno ad J appare destra, quella di f intorno a
P sinistra, talché intanto la precessione & retrograda. Inodtre, se prendiamo come
unita di tempo il giorno (siderale), cosicché 'anno platonico risulta all’incirca di
giorni
366 x 26000,

ossia, modificando ulteriormente, per maggiore semplicita, le cifre, di giorni
360 x 25000 = 9.10°,

otteniamo per le componenti # e v delle velocitd wy, ws, secondo le orientazioni
rispettivamente assunte su f esup,ivalori ’

27
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onde tisulta estrema piccolezza del rapporto wy fws d-ei v_zi,lTori assoluti delle due
velocitd, che € a un dipresso dell’ordine di grande%za di 167, - N

Componendo le wy = pk, wy = i st ottienfa come linea daﬁlone della
w = wi + wa, cioé come asse di moto della precessmne., u.na ret-ta f(r)uenta,ta ‘TJ?:,
esterna all’angolo ff} e inclinata su' f di un angolo }.31(:(:0115511110 (dl 0_ , -00867;;%
es. .. 7); cosicché il cono mobile del P(?INSOT, di aperﬁura p1ccczl;s§1rr11a ro.o a
internamente al cono fisso, di apertura 11ev§ment-e superiore a 2\3 30i 111 ptrlmz-
approssimazione, per la estrema piccolezza di |u| risl?etto au, f?loﬁi ;l)er_ a len e‘zz_
del moto di trascinamento di fronte a quello di rotazione propria, e eleto COIlS‘1 e
rare (come si fa abitualmente) il movimento telrrestrt? quale: una sernplice rota-zmllle
intorno all’asse polare, riguardando figsa la orientazione di que'sto De.ﬂo spazio. In
realtd, per moltissimi anni e anche per qualche Se-colo la l-fotazmn_e di f att?lrno a
p rimane pressoché inavvertibile. Ma coi millenni essa c.hvc:znta nl(—::v‘al‘)ﬁe a er 08
servazioni astronomiche,. cosicché per es. certe cos-tt?ilazmm, ora V.ISIbllE: soltanto
nell’emisfero australe, lo furoho in tempi remoti ('dmmmo ‘3000 anni or sono) nelle
regioni mediterranee, come risulta da passi biblici ed omerici.

20 Precessione degli equinozi Risulta immediatamente da quanto precede la
spiegazione cinematica di questo fenomeno astronomico.

Come si & detto al n. prec.,
Ieclittica non & altro che il pia~
no su cui ad un osservatore ter-
restre sembra avvenire il mo-
to annuo (kepleriano ed anzi,
grossolanamente, circolare uni-
forme) del Sole, da cui dipen-
de D'avvicendarsi delle stagio-
ni. Consideriamo d’altra parte
il plano equatoriale terrestre
(piano fisse per O perpendico-
lare ad f), e sia (n. 18) N la sua
intersezione col piano dell’eclit-
tica. Il Sole, in questo moto che
(n. prec.) & sinistro rispetto al-
lorientazione assunta su p, at-
traversa una volta all’annc la - S
semiretta positiva N. L'epoca di tale passaggio costituisce E’equmozzc_i di prima-
vera, mentre naturalmente l'intersezione colla semiretta oppost'orcorrlsponde al-
lequinozio di autunno. Dicesi in conformita linea degli equinozi lmterz-L retta.N :
clog, se &l vuole, la linea dei nodi nel sistema di riferimento che, per gli angoli di
EULERG, si & fissato al n. 18. .

Come risulta dalla seconda defle (18), codesta linea degli equinozi ruota sul
piano dell’eclittica con velocita angolare ¥ = v, onde s; rileva dalla s'ecor\ldg delle
(19) che codesto moto & lentissimo, e per anni ed anni 1a r‘etta N sl pud ng.;uafr-
dare sensibilmente immobile. Ma nei secoli il moto di N diventa apprezze‘mblle, €
poiché, essendo » < 0, esso ha verso sinistro rispetto alla p e alla f {orientate
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O precessione degli equinozi, per cui ad intervalli di 13000 anni siderali (mey.
Z0 anno platon_ico} sl determina un completo capovolgimento delle condizionj di
temperatura, Caratteristiche dells singole stagion;.
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21  Dato un moto rigido, sappiamo in ogni caso determinare, cop sole operazioni
di derivazione, i due vettori puramente temporali ¥, ed W, che abbiamo chiamaty
caratteristicd, in quanto Pbermettono di assegnare esplicitamente, istante per istan-
te, la espressione tipica dell’atto d; moto rigido (3, n. 16). Qui, a complemento delty
Cinematica dej solidi, ¢i occuperemas, pur rapidamente, de] problema inverso, cipa
delia, determinazione dj un moto rigido, quando ne siano conosciuti in funzione de}
tempo i vettors caratteristici.

Questo problema sl presenta sotto due diversi aspetti, secondo che j vettori
Vo ed w si Suppongono assegnati (in funzione del tempo) rispetto agli assi figs;
QénC o rispetto agli assi mobili Ozyz. In entrambi i cag; lo scopo & di risalire alla,
determinazione delle quattro funzioni geometriche O(t), i(t), j(t), k{t) (origine e
versori fondamentali dells, terng, mobile} che, come sj & visto fin dalla npostazione
della Cinematica, dei solidi (3, n. 1) individuano completamente il motg rigido.

Noi qui esamineremo dapprima il caso in cui i vettori Garatteristici vg, ed o

w+wAw=0.

. oiettando sugli assi mobili e denotando al solito le componenti di w con p, e

' 1i assi ili e L ls : : i oo
— St hdelstlempo che qui supporremo univalenti, continue, derivabili)
funzioni note )

tteniamo il sistema del 1° ordine

o Aap, = Ty — QUiy,
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W, = qWy — Py,
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wi + w, + w; = cost,
g ' » con un ovvio artificio
N ; dalle (207) stesse co
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he del resto si pud mandole membro
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22 Inum primo tempo cj accuperemo del caso Particolare, in cui §] solido i muove
intorno ad un bunto fisso, che assumeremo come origine comune 2 = O delle due
terne; cosicché tutto s ridurra a determinare in funzione del tempo la orientazione
mutua dei due triedr;, Questa, orientazione, come g & ricordato or ora, & individuags,
dai tre versori fondamental; %, J, k degli assi mobili; ma haturalmente si pud anche
bensare determinata dai tre versori della terng Q¢ (rispetto ad Oxyz), in quanto
in ogni caso le componenti song complessivamente fornite dai nove cosemni direttori

tratta si suppone unitario.
IL’equazione

2 2 3 _
(21) we +wy +wy =1,

€ C€Os1 ott (5] u, & b Ch -
h 8l ottien ] S gg Tisce appUIlLO uita parth( )Ia.re SCel a dl vVariabill [+ pe V
ICDEt te dl rl(iur}_‘e i}. pI( )blema dl ln‘ egra.ZlOIle del Sle eIna. (2( 3 ) 3 E m [)I [0} I:)}el na a

le funzioni incognite. o N o anolicato nel
due‘:Ot le scopo si osservi che se il vettore unitario w si immag PP
a

“ . : 81 muove, rispetto
1 G o Porigine O, il suo estremo libero P (di coordinate w;, 1;;:{, 1w2);)sizione e N
oz B 5 b sulla sfera di centro O e raggio 1, talché a posizi imere per
alla terna Ozyz, delle sue coordinate si potra esprimere p
a3 flg 1 che & lo stesso, la terna w,, wy, w.,

i i ra, in particolare
di una gualsiasi coppia di coordinate gaussiane sulla sfe O; dingte eolare
70 _ au
SD?Z arametri A, & delle due schiere di generatrici comples.se (o'zzlonya note shmune
te: ]:1: ). Come éjben noto, codeste due schiere si mettono in evidenz
riche). Cor ,

(21) sotto la forma

(we +twy) (wy — iwy) + (w, + D(w, — 1) =0,




