1 Spazi vettoriali

Siano dati un insieme ¥ ed un corpo K. 5i dice che V € uno spazio vettoriale sul corpo /{ se sonc

definite due operazioni, una (i somma tra elementi di V' ed una di prodotto traun elemento di K ad

uno di V, entrambe a valori in ¥, tali che le seguenti proprieta siano soddisfatte

_ L+ T=T+4 {Proprictd commutativa)
(d+7) +0 = T+ (¥ + 1) (Proprietd assaciativa)
' WeV :Twdi=1 (Esistenza dello ZETO)
VifgV, SiteV oG4+ a' =0 (Esistenza dell’ oppasto).
=% (Unitd di X per clemento di V)
a{bi) = (ab)id (Proprietd assaciativa del prodeite esterno}
(a4 bYil = ol + b -~ (Proprietd distributiva ).

(1.1)

(1.2)

Qiieste proprietd valgono ovviamente Vi, 7 appartenenti a ¥ ed a,b appartenenti a I inoltre 1 € 1* -

unitd di I, ‘Casi significativi sono quelli cow K corpo del numeri complessi e con KX corpo del numeri

veali, I’ elemento 4 di cui sopra viene anche indicato con —#. La somma @+ {—#) viene anche indicata

con @ — 7 e chiamata differenza di % e di 4. Gli elementi di V' vengono chiamati vettori. II vettore 1 si

dice parallglo al vettore 7 se esiste mek fale che @ = m#; se K & il corpo dei numeri reali, i due vettori

si dicono paralleli e concordi se m 2> 0, paralleli ¢ discordi se m. < f.
Le seguenti proprieta sono conseguenza deile precedenti:

o Lozero di V e I’ opposto di % sono unici,

s 0d=0 , al=0 , {(~DE=-% , of-i#)=-ad

v .af= 0= a=0, oppure & = [,

dove (0 & lo zero di I,

Un esempio di spazio vettoriale & 1' insieme ®* delle n-uple ordinate di numeri reali
P D B

@ = (u!,u?, . ,u") con somma e prodotto definiti da
T = (ul,ad, o ut) + 04,07 50ty = (ot et R et T

ait = afit, 12, o) = {aut,eu?, - au”)

Gli n vettori 1, 43, -+, Uy, st dicono linearmente indipendenti se una lors gombinazione lineare pud

dare risultato nullo solo se sono nulli 1 coefficienti, cick



aldy + a4+ et =0 al =ad = =0t =

in caso vontrario si dicono linéarmente dipendenti. Se esisf;ano n vettori lineanmente indipanﬁemi &,
comungue, ne _préndiamo A+ 1, questi risultano linearmente dipendenti, allora si dice che lo spazic
vettoriale ¥ ha dimensione ﬁ_n_ita n. In tal caso, 7 ‘vettori linearmenbe ind’ip'en’dejnti s§ chizmano anche
base di ; si ha che % vettori costituiscono una base se e solo se ogni vettore i esprime in uno ed un

sol modo come lore combinazione lineare. Un esempio di spazie vettoriale con dimensione # & 3" ad

una sua base € data dai vettari &, la cul unica comiponentenon nulla vale 1.ed € ia i-ma.
1.1 Cambiamenti di base.
Siano €; ed &z due basi di unc spazio vettoriale. Ovviamente, €; st potrd esprimere come combinazione

lineare degli elementi dell’ altra base e viceversa, cioé

‘g, (1.3}

dove st adattata 'la_convenziéne di Binstein sugli indici ripetuti, cloé che ¢ sottintesa la sommatoria
rispatto a tali indici. Un indice ripetuto dicesi muto éimlla cambia se o sostituisce con un altro indiece,
‘purché questo non compata gia nell' espressione che si sta considerando; gli indici non muti sono anche
detti "liberi”. A:¥ viene anche chiamatsa "matrice del cambiamento di base”. St}sni.t_uendo (1.3}, nell
- eq. (1.3), ed uguagliando a §f &, st trova che le matrici comparenti in (1.3), e (1.3), sono I’ una [’
inversa dell? altra; Per ogni vettore #, si ha

F=1'e, _ (1.4)

ed i coefficienti v* vengono chiamati "componenti di 7 nella base &”. Come cambiano le componenii

al variare della base? Sostituendo la (1.3}, nella (1.4}, ed uguagliando a Uir?é'g, si trova
i o
Ut - : (1.5)
5t noti che la matrice con cui cambiane le componenti ot non 6 [a stessa di (1.3), con cui carn_b'izz fa base

2% invece é la sua inversa, quella che compare in {1.3},. Per questo motivol" eq. (1.5) viene chiamata

"Legge di Controvarianza” e le suddette componenti v vengono dette "componenti controvarianti di



=B EY =

#: Si pud anche dire che una n-upla di numeri v rappresentano le componenti di un vettore 7 in una

data base se & solo se, al variare della base, si trasformano con la legge di controvarianza.

1.2 Orientarento.

Diciame equivalenti-due basi se sono legite da una matrice di passaggio con determinante positivo.

St verifica facilmente che questa € una relazione di equivalenza perché soddisfa le proprietd riflessiva,
simmetrica e transitiva. Dimostriamo ora che ci sono solo due classi di squivalenza.

Tnfatti, se ce ne fossero piti di due, possiamo prenderne 3 ed una base in clascuna di esse; se Ay ed ds

sono le matrici di passaggio come in figura, si ha detA; < 0, detA; < 0 da cul detAs 4; > 0. Polché
A, A, éla mattice di passaggio dalla prima alla terza base, ne segue che queste sono equivalenti, cantro

il fatto che si trovano in classi diverse.

Prendendo una base &, ;& ed operando una inversione del primo asse, cioé prendendo &)
,&" = &, la matrice di passaggio € diag(~1,1, - 1} con déterminante —1. Per-.
cié 81 pud passare da una classe di equivalenza all' altra semplicemente invertendo uno.degli assi.
Asspmendo orientata positivemente una di queste classi, I’ altra sard orientata negativamente.

Nello spazio fisica 3-dimensionale si dssume orientata positivamente la base che ubbidisce alla regola
della mano sinistra: "S¢ si-dispone il pollice della mano sinigtra parallelo e _co'n'corci_e' ad &), it medio ad

&, allora I’ indice dovra essere parallelo e concorde ad &”. Una tale base si chiama anche levogira.

Se si inverte il versa del pollice si ecambia orientamento e, nello stesso tempa, ¢ soddisfatta la regola

precedente ma con la mano destra anziché la sinistra. Una tale base si dice anche destrogira.

‘Notiamo infine che con unarotazione I’ orientamento nion cambia; infatti, se essa avviene attorno ad



£a, la matrice di passaggio &

‘cosd —sind 0
sin® wcosd O ] che ha determinante 1.
g 0 1)

Siimiimente per le rotazioni attorno ad & € per quelle attorno ad &;. Ne segue che anche pif rotazioni
suceessive non fanno cambiare orientamento in quanto la matrice di passaggio é il prodotto delle varie
matrici di passaggio. Questo conferma la validita delia regola della-mano sinistra (e quella deila manc
destra), in quanio é sempre possibile mediante a! pli 3 rotaziani far diventare 11 pollice ¢d il medio
paralleli e concordi ad &, & rispettivamente,

1.3 Prodotio scalare.

In uno spazio vettoriale si definisce prodotto scalare pseudoeuclidec una applicazione dal prodofto
gartesiano ¥V % V a valori in &, ovvero che alla coppla di vettort 7 & ¥ associa un numero reale che

indicheremo con & - ¥, che soddisfa le seguenti proprietd

feF =11 {Proprietd commutativa del prodotto scalare)
af{i - 7) = (o) - ¥ = i - (o¥)(Proprietd associativa dei prodotii esterno e scalare) (1.6)
G+ (0 4W) = & 7+ 1 - @ (Proprieta distributiva del prodotio scalare rispetto alla somma)
i-9=0 V#eV,=id=0 (Proprietd di non singolariti}.

Queste proprieta valgono ovviamente VT, 7, 1 appartenenti a V ed a appartenente a R Intal caso V°

viene anche chiamato spazm vettoriale pseudosucliden.

5i chiama matrn:e delia mebrica’ d1 ino spamo Vei:tc;male pseudoeuchdee in una sua base & g,la lIlclf,I‘lCG
che ha come elementi

95 =& g5 (1.7)

Pei la prima proprietd del prodotio scalare segue che fale matrice € simmetrica.

(L)

percid, se nota la matrice della metrica, é noto anche il prodotto scalare di-due vettori. Applicando ia

{1.7) con ¥ = &, 51 vede come dalla quarti proprietd del prodotto scalare segue che la matrice della



metrica é non singolare. Viceversa, data una matrice gi7 simmeirica e non singolare ¢ assumendo la
{1.7) come definizione di 1 - 7, si vede che sono soddisfatte le proprictd del prodotio scalare.

Sostituendo la legge di cambiamento di base (1.3), nella (1.7} si trova la legge con cui varia la matrice

della metrica al variare della base, cioé

Gij = Af_i A.-fj 'gi’j’ . (’1_9_)

Si definisce anché la matrice della metrica con gli indici in alto, come la matrice inversa di gi;, ovvern

.gﬁgjhf: 55 . (1.10)

Sostituendo la (_1_.'5}) in (1.1} ¢ moltiplicando per Aiil, si trova
A .gij_Ajj Ahh g5 n Z'Ah_i i
moltiplicando questa per .Bf, matrice inversa di 4;, si trova

i i g4 _ 5.
Ai gJAj‘T gs1 = ékf,

confrontandoe guesta con P eq. (L.10), seritta aggiungendo @ primi *ai sugl indici, si trova che

P A4, (L1n)

che ¢ la controparte dell’ £q. (1.9) ma per la matrice della metrica con gl indici in alto.
Due vettori 7 & ¥ st dicone ortogonali se e solo se i - ¥ = 0. Si dice norma del vettore %1 numero

|| Z )= i - & Si dice poi modulo del vettore # il numero § & [= /T Z ||, ¢igé la radice quadrata del

valore asséluto della norma.
I prodotti scalari w; =7 - &; si dicono componenti covarianti di @ nella base &. Ovviamente, ne segue
Y = U-"‘é}- igp = U‘?gij 4 {112)

con un cambiamento di bage, si ha.

Uy =8 =T Ap'8 = wdy’ .



Si noti che la matrice con cui cambiano le.componenti vp éla stéSsa di { 1.3_)_2 con cui cambia la hase
&;t. Per questo motive le componenti »; vengono defte ”corﬁponent’i covariantl di o,
Basi orfonormali, |
I vettori &, perd = 1,..,m si dicono ortonormali s¢ { & - & |= &;;. Ne segue che tali vettori sono
linéarmente indipendenti; infatti, da q“"é}i- =, mo_ftifalic_aﬁéc scalaimente per &, sl ha 0= +ald; =
+af. Ne segue ché n vettori ortonormali formano una base. Dall’ eq. (1.11) segué poi che, in una base
ortotormale v; = + 7t Partendo da.-.uné base ertonormale, a meng di scanmbi di posto tra i sﬁoi_ vetiori,
sipud fare in mo_cio che 1 primi suoi r ve’r.taﬁ hanno norma 1 ed i rimanenti hannoe narma-1. In $al modo
7 il pmdotto scalare di 2 vettorl é la somma dei prodotti delle loro prime r component cor;ris'_;_n_gn;d@nti_,
diminuita della somma dei prodotti delle loro ultime n— r componenti corrispondenti. La norma di
un véﬁt.ore § Iz somma dei quadrati delle s_u; prime v componenti, &iminu%fa délla somma dei quadrati
delle sue nltime n — r componenti. Possiamo.ora dimostrare che il nuniero r non dipende dalla base
prescelta; se infatti supponiame per assurdo che pella base ortonormale & si abbiz r' > r, possiamo
| trovare in vettoré non nullo # che ha e sue prime r componenti nefla base & nulle, e le sue ultime
n—r componeriti nella base 2y nulle (infatti questo equivale ad imporre r+n~—r' < n equazioni linear
omogenee in n incognite). Allora nella base €; si avrebbe || # ||< 0, mentre nella base & si ..ava'ebhe
I ﬁ_[g_z_ 0, per cul § & |§_=:.Q, e questo nella base & implicherebbe @ = 0, il che é un assurdo. I_"erta.nto,
r = r’; la successione {4+ 4 —- - -} di v simboli 4+ ¢ di n—r simboli — dicesi segnatura dello spazio
vettoriale pseueucltidec.

Dimostriamo ora che, assegnata una base {#;} di uno spazio pseudoguclideo, € sempre possibile ottenere

tramite essa una base ortonormale. Infathi



—

B

-+

-5,; + /\naj

siabbia |8 D1 j=1, 0By =0, , BB, =0,

Si trova Ia soluziong; mi accorgo che sono nella stessa situazione di prima ma col vantaggio che
il primo vettore ha modulo unitario e tutti gli altri vettori sono orfogonali ad esse.

o s¢ || & ||[=0, ma esiste £ tra 2, -+ ;n tale che || & || 0, allora.scambiando &; con @; mi ritrovo
nel ¢dso precedente,

e sel @ |i=0 qualunque i = 1,- -~ ,n, allora esiste j tra 2,--- . n tale che H @+ & §# 0, alirimenti
avrél 0 =|[ @ + &) ||= 81 - 81 + 26+ & + & Gy dacui & - @ =0,dacui & - =4y - (vidy) =0
qualunque 7 per cui & = 0 contro il fatto che &@; faceva parte.di una base.

‘Passo percid sostituire 2) con & + f; e mi ritrovo nel primo caso.
Mi ritrovo percid sempre col primo vettore di modulg unitario e gli altri ortogonall ad esso. Riapplico
questa metodo a questi altri vettori, notando che con i suddetti passaggl essi.saranno si sostituiti da
altri vettori, ma guesti rimarranno sempre ortogonali al primo. E cost via, gradualmente, ragghumgo il
risultato richiesto.
Spazi euclidei.
‘Dicest euclideo uno_spazio vettoriale pseudoeuclideo in cui & soddisfdtta I’ ulteriore condizione
|Z{f>0 vi#Ad.
‘§i noti che la quarta proprietd del prodotto scalare é conseguenza di questa; infasti, se - =10, VeV,
allora si potrd anche prendere ' = # da cui, per ta. iuova, propiietd degli spazi euclidei, segue # = 0.

Ne ségiie anche che Ia metrica di uno spazio euclides é una matrice definita positiva.



Sussiste anche la diseguaglianza di Schwarz: ™l valore assoliito del prodotto sdaldre di diie vettori non

sipera il prodotto dei moduli dei fattori, ciaé

[@.a(<i@] | 7] - (1.13)

Id

Infatti, questa proprietd ¢ banale pel caso & ::-'t}; se invece @ £ 0, da
0| A+a =2 || # |} +2x8F - 7+ { £ ||, ho una disequazione di secondo grado che deve essere
verificata qualungue A; pertanto il trinomio deve avere diseriminante non positivo, altrimenti la nostra

disequazione sarebbe vioclata per valoridi A.interni alle due radici. Dunque,

(@8> | 7 |||l 7 }< @ (abbiamo diviso per 4 if discriminante}, da cui segne la (1.13).

Si ha pure la diseguaglianza triangolare:
| |~ @] |&|o+a|<| 7| +]a]. (1.14)

A questo riguarde; basterid dimostrare la refazione che si ottiene da essa elevando al quadrato, cioé
~2 | & || ¥ [<2E-F € 2| 4 || 7 |che é vera per la diseguaglianza di Schwarz (Abbiamo
semplificato, in tutti e tre i termini, | @ > +] 7 7).

Dalla (1.13) segue pol che esiste certamente un angolo ¢ tale che
TRETS
!

cos o = 17.? (1.15)

7|’

in quanto il lato destro di questa relazione ha valore assoluto non maggiore di uno, per ia diseguaglianza

di Schwarz. Tale.angolo pud essere chiamato "angolo tra i e 4 ”. Dunque in qualunque spazio euclideo

pubd essere definito I angolo tra due vetfori e.il loro prodotio scalate ¢ uguale al prodotto dei loro

moduli per il coseno dell’ angolo compreso.

Alire proprietd valide in uno spazio euclidet e con una base ortoneorniale sono:
s la matrice della metrica é la matrice identica,
« non ¢’ ¢ differenza fra componenti rontrovarianti e covarianti di un vettore,

o il prodotio scalare di due vettorl é1a somma dei prodotti delle-loro componenti corrispondant,

% la'norma di un vettore é 1 somma del quadrati delle sue componenti.



1.4 Matrici ortonormali.

Se siamo in uno spazio euclideo ed entrambe le basi saﬁo ortonormali, allora aviemo gy = dy ¢
girji = By, cosicché T’ eq. (1.9) diviene 4;; = AsF A_J--’*'_, cioé AAT = T; in altre parole, il prodotto di
una riga di 4 per se stessa dd 1, mendre il p_:c_;dotto di due righe-distinte di_ A & zero. 81 ha anche che
AT ¢ la matrice inversa di 4. Ne segu_e:poi_ che 474 =T, per cui il prodotto dl wna tolonna di A
peér se stessa d4 1, mentre il prodotto di due colenne distinte di A_é-"z’ero.‘-Quest_;o tipo di matrici sl
dicono ortonormali. 1 determinante di AAT = T & (detd)? = 1, .t:'i'o'é il detersinante di una matrice
ortoriormale & 1 'Opjmre -1. Quelle con déterminante 1 préservano ' orientamento, mentre 1¢ altre lo

cambiang.
2 Vettori nello spazio fisico.

‘Cominciamo guesta sezione con 1" Assioma delle Spazio Fisico: "Ad ogni osservatore lo spazio fisico
appare tridimensionale omogeneo ed isotropo e vale in esso, per le figure in quicte, 1" ordinaria geomnetria
cuclidea”.

Consideriamo ora I insieme del segmenti orientati fﬁ%,_e‘s’senc’io A e B ipunti estremi del segmiento, &
I' orientamento va-da A verso B, Diciamo che due segmenti orientati harino la stessa direzione se sono
paralleli (Ii segmento Ol':i.t;‘_i'_lt_aio di lunghezza nu}l_g, é ini;'egq.paralléig a qualungue altre), ‘crzhiaxrniama loro

3 —F .
modulo la lors linghezza; due segmenti orientati paralleli AB ed A'B' sono detti eoncordi se

e j segmenti AA e BB’ non hanno punii in comune, nel caso che 4,4, B, B non stanio su una

stessa retta,

.

e I éa destradi A’ se B¢ a destra di 4 mernitre B’ ¢ a sinistra di A’ se B ¢ a sinistra di 4, nel
caso che A, A", B, B’ stanno su una stessa retia.
= —
Diciamo equivalenti due segraenti orientatl A8 ed A'B’ se sono paralleli, concordi ed hanno stesso

modulo. 81 pud dimostrare che guesia relazione gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva,

per-cui 6 una relazione di equivalenza. L insieme delle classi di equivalenza é chiamato vettore dello



spazic fsico.
- .
Definiamo la somma di due vettori non paralleli con la regola del parallelogramma: Sia A un elemento

defla classe di urio det due vettoried AC un efemento della classe dell’ altro; disegnato il paralielogram-

ma ABCD, la summa dei due vettori € definita come la.classe di equivalenza in cui stz la diagonale

_“+.
AD.
P N . - < -
Definiameo la somma di due vettori paraileli e concordi con la regola: Sia AB un elemento della classe
: —
di ung dei due vettori ed AC un elemento della classe dell’ altro; il segmento orientato paralielo e

concorde ad essi e con medulo uguale afla somma dei loro moduli identifica una classe i equivalenza

che chiamiamo somma del due vebiori.

—k

Definiamo la somma di due vettori paralleli, discordi e con moduli diversi con la regola: Sia A8 un
elemento della ¢lasse di uno dei due veitori ed ZE? un eleménto della classe dell’ altro; il segmento
orientato parallelo ad essi e concorde a quello con modulo pitt grande, ed averite come madulo il valore

isgoluts delle differenza del lora moduli, identifica una classe di equivalenza che chiamiamo somma dei

due vettori.

Infine; definiamo somma.di due vettori paralleli, discordi e con stesso.modulo, il vettore di modulo

nulla.

Si.pubd verificars che tali definizioni non dipendono dai rappresententi scelti nelle classi dei due vettori.

. . — .
rappresentato dal sepmento orientato di modula uguale a quello di AR meltiplicato per | a |, parallelo

ad AR e concorde con esso 8¢ o > (0, discorde se a < 0. Ovviamenie, se @ =.0 il vettore prodotio ¢

quelle riullo, ovvero quello di modulo nullo. Anche in questo casc si pud verificare che tale definizione

non dipende dalla stelta del rappresentante A5,




S5t pud poi verificare che, con le suddette operazioni di somma ¢ prodotto esterno, sono soddisfatie le
proprieta (1.1}, {1.2) per eui il nostro € uno spazio veltoriale.

DEFINIZIONE: Diciamo predotto scalare dei vettori e # il prodetin dei loro moduli per il coseno

- dell’ angolo tra essi compreso (Questi angoli sono 2 ma, essendo supplementari, hanno lo stesso coseno;

se 1 due vettori sono paralleli ¢ concordi ' angolo é.0, se sono paralléli e discordi 1 angolo & 7).

Si vede che con tale definizione sono soddisfatte le proprietd degli spazi vetioriali euclidei; due vettori
ortogonali nel senso the @ - ¥ = 0, lo sono nel senso geometrico, cioé che I’ angolo compreso & #/2.
Dividendo un vittore non nullo per il sue modulo si trova un vettore di module usitario, parallelo ed
equiverso a guelio originale, e che viene chiamato suo versore. 81 pud anche definire versore 7-di una

retta r come uno dei 2 versori paralleli alla retta stessa; in tal caso @7 = u, & in valore assoluto pari

-alla proiezione ortogonale di @ sulla retta r.

Definiamo orz il simbolo di Levi-Civita:

1  setjk é una permutazione pari di 123
gy = ¢ —1 se{jk é una permutazione dispari di 123 {2.16)
0 seijknon ¢ una permutazione di 123,

(1% ¢ una permutdzione pari di 123 se si pud ottenere da 123 con ur numers pari di scambi tra numeri
1, 2 & 3; & una permitazions dispari se si pud ottenere da 123 con un numero dispari di sc_:am_bi_). Una
proprietd importante di tale sirbolo ¢é la seguente: *Se 4;; sono gli elementi di una matrice X3, allora
il'suo determinante é

.Eijk.‘l'ip‘ijgﬂkg =det A", (2.17)

Infatti, e555 dn App Ars = eripdis Ajpdiatear Ao Aja Ara+e3 1Az Aja Apy = &123 A1 Asndya+e 132 A Asn Asa+

Ez13:401 A12433 + Enas Aar Aga A1z + ga10 431 Aredon - Faar Aay Aeidyz, da cui quanko. asserito. Ovviaien-

b8, £17kA1: A0 Agr, 6 il determinante della matrice ottenuta da Ay scambiarndo le righe con Ié coloane,

per cui & sempre il determinante di A;;. Si ha pure

Eijkléii"Ajj'Akk‘ = &,‘z-fjrk!':d_e_{. A {218)

“

Infattl, se i'§'k' & una permitazione pari di 123, il prinio membro & il determindnte di una matrice

che st ottiene da A;; con un fumero pari di scambi tra le sue ecloniie, per éui & uguale al secondo

i1



membro; similmente, se i'7'%' é una permutazione dispari di 123, il primo membro & if determinante i

una matrice che si ottiene da 4;; con un numero dispari di scambi tra le sue colonne, per cui & ugiate

~ al secondo membro;‘infine, se i'j'k" non é una permutazione di 123, il primo memibro & il determinante

di una matrice che ha due colenne uguali, per-cui & zero, come il secondo membro.

DEFINIZIONE: Diclamo prodotto vettoriale dei vettori 7 & il vettore che, nella base & ha

componenti

(@A) = gij-Ejh-;;uhvk . o o (2.19

Ma rappresenta questa terna di numeri veramente un vettore? Per saperlo, vediamo se & soddisfatia ia
legge di controyarianza

(TAD)" = A" (AT = A g7e s,
che deve pssere uguaie_ -alla (2,19) seritta eon |7, ciod

(@AD) =g eppep u_f“'vk-' = 47 A7 g e AR U A R = e pate A7 g (det AT

abbiamo usate la {1.11) e la legge di controvarianza nel penultimo passaggio, e 1’ eq. (2.18) nell’ ultimo.
) gg

per cui I' uguaglianza & verificata, ma solo per le trasformazioni con det 4 = 1 (Si paotrebbe anche

dimostrare che queste sono le trasformazioni che lasciano invariato il volume di una figura). Un caso

 particolare sono le trasformazioni ortogonali che preservano |’ orientamento. Visto questo, possiamio dire
) 2! a t ;

che il prodotto vettoriale non rappresenta un vettore; lo chiamiamo pseudo-vettore e, a 'tutti gli effetti,
st trasforing come un vekbore ma solo per le trasformaziont con determinante unitario. In particolare,
partendo da uha base ortonormale levogira possiame considerare la trasformazione ortonormale che

preserva |’ orientamento e che porta I' asse delie z parallelo éd equiverso ad # ¢ 1"asse delle y parallelo

-ed equiverso alla componente di ¥ ortogonale ad #. In tal caso la (2.19) ci dice che (@ A7) = ottt

percui #AT = (0, 0, ulv?), ciod il prodotto vettoriale di due vettori 7 e 7 & ortogonale ad entrambi,

ha verso tale che la terna i, 7 ed 4 A 7 sia levogiva e modulo pari al prodetto dei moduli per il sero
dell’ angelo compreso, ovvero pari all” area del parallelogramma che ha # e & come lati contigui,

A T ?
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Dalla definizione (2.19} e dalla proprietd (2.17) segue che

wp

g & &
TAT=(uw wuws wugl, (2.20)
1 U2 Uz

.cioé 4 A ¥ ¢ dato da un determinante simbolico nella cul prima riga ei sono 1 versori degli assi, nelia

seconda le component] del primo vettore e nella terza riga le componenti dell’ aliro vettore; sehbene

=
>
=11
Il
=1}
=
S,
S
=]

€1 ANEx=£&5.

La seconda di questa mostra che il prodotio vettoriale non gode della proprietd commutativa, anzi
cambia segno quando si cambia I’ ordine dei fattori. All’ ultima bisogna aggiunpgere tutte quelle che st
ottengone da essa con una permutazione ciclica degli indici 1,2,3 , e quelle che s! ottengono da quéste

scambiando ' ordine def fattori ed usando la proprietd anticommutativa, Altra proprietd rilevante é

(T AT) AT = (@ BT — (T BT, EATAB) = (T8 — (i - T
nota come proprietd del dopplo prodotto vettoriale; la seconda di queste segue dalla prima ¢ dalla
proprietd anficommutativa del prodotto vettoriale. Per provare la prima, basters farlo in un riferimento
ortonormale levogiro opportuno e, come tale, prendiamo quello in cui # = {2,0,0) e T = (vy,02,0); 1

fal ¢asa tale'relazione diviene
uwa {—wg ; wy, 0) = {uw vy — Wik~ vewa s, wi e ; 0},
che é certaniente verificata.

Un’ ultima proprietd che cf sar & utile nel seguito & riferita all’ Equazione vettoriale: Dali i vettort
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#ewvcon u# 0, si tratta di trovare 1l veitore g tale che
zAu=u. | (21)
Sussiste il seguente TEOREMA. " Condizione necessaria e sufficiente affinché equazione (21)
ammetta soluzioni é che w-u = 0. In tal caso, tutte e sole le soluzicni sono date da

z=%2% 0 vaew (22)

2

‘Proof. Il fatto che u -y = 0 sia condizione necessaria, segue dalla définizione. di prodotto
vettoriale. Per dimostrare che essa é anche sufficiente, basta verificare che grazie ad essa la
(21) ha soluzione. Per -semplicitd cerchiamo una soluzioné parallela a u A v, cioé del tipo
z = pu Av. Sostituendo quest’ultima 'éspressione_ nella (21) si trova p = u—ll Se indichiamo
con z* la corrispondente soluzione, si ha g* Aw = 1. Ci chiediamo se esistono altre soluzioni:
sottraendo g¥ A u = v dall'equazione (21), si trova {z* — 2] An = 0, per cui deve essere
z*—z = Ay da cui segue la (22). =
Consideriamo ora la definizione: "Dicesi Prodotto misto ‘dei vettoriu, v ¢ w il predotto
scalare u+ v A w” (Ovviamente prima va eseguito il prodotio vettoriale e poi quello scalare,
altrimenti nofi avrebbe senso uno scalare moltiplicato veitorialmente per un vettore). Sus-
sistono le seguenti proprietd: - ’

- Propiietd 1: 711 prodotto misto, in termini delle componenti dei suoi fattori in una dafta base

ortonormale, € dato dal determinante

Uy Ua  Ua
w AW = vy v Uy, (23
Wy Wz Wy

che segue facilmente dalla (20).
Proprietd 2: ™11 prodotto misto di 3 vettori é nullo se e solo se i 3 vettori sono complanari”.

(Segue facilmente dalla (23)). |

Proprieta 3: "Il prodotto misto di 3 vettori non cambia se st permutano ciclicamente i suoi
fattori”. (Segue facilmente dalla (23) in quanto una permiitazione ciclica dei fattori equivale
-ad un numero pari di scambi tra le righe del determinante).

Proprieta 4: " Nel prodotto misto (23) si possone scambiare 1 simbali di prodotto scalare e

prodotto



