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88. La formula di Taylor

Abbiamo gia introdotto nel paragrafo 80 un metodo per ‘“‘approssi-

mare’’ una funzione derivabile con un polinomio di primo grado. Abbiamo
infatti affermato che

(88.1) f(x) = f(xy) + £'(xy) (x — %) (per x vicino ad X),

dove con il simbolo = intendiamo che la differenza tra il primo ed il se-
condo membro, che indichiamo con R(x) (resto di ordine 1), tende a zero

pit rapidamente di x — X, Ciog, riscrivendo la (80.5) con il resto R,
abbiamo:

(88.2) f(x) = f(xy) + f'(x,) (x - Xo) + R, (%),

(88.3) im ™

%, X — Xy

Sapendo che una funzione ¢ derivabile fino ad un ordine n > 1, ci si pud
domandare se sia possibile ottenere un miglior grado di approssimazione
rispetto al caso n = 1, cioe se sia possibile decomporre f(x) in un polinomio
di grado n ed un resto R,(x) che tenda a zero pil rapidamente di (x — X,)".
La formula di Taylor risponde affermativamente al quesito posto.

Prima di enunciare la formula di Taylor, introduciamo il simbolo di
sommatoria, utile per scrivere in modo compatto la somma di pitt addendi.
Diamo alcuni esempi; in particolare, il simbolo a primo membro della (88.4)
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significa che si considera la somma di n addendi, con il termine generico
uguale ad a,, con 'indice k che assume tutti i valori compresi tra k=1ek
=n:

n
(88.4) Z a =a, +a +a;+...+a,_,+a,,
k=1
n
(88.5) > 2k +1)=1+3+5+ ..+ (2n+1),
k=0
4
> kl=20 431+ 4l =

(88.6) k=2
| =1-2+1-2-3+1-2-3-4=32.

Nell’'ultima sommatoriba'abbiamo usato il simbolo k! che si legge k
fattoriale, ed ¢ uguale al prodotto dei primi k numeri naturali.

FORMULA DI TAYLOR. — Sia {(x) una funzione derivabile n volte in
Xo. Risulta '

210 (xo)

(88.7) f(x) = 0 (x - x)* + R, (%),
k=0 -

‘ R, (x)
(88.8) lim ——" =0
X%, (X - Xo)n

Nella formula (88.7), per k = 0, si intende f(o)(xo) = f(xg), e 0! = 1. Quindi ad esempio,
se n = 2, si ottiene:

£7(x,)
2

(88.9) f(x) = f(xg) + (xo WE—%) + (x - %) + R, (%),

R, (x
(88.10) lim — ( )2 -
XXy (X - XO)

3

per n = 1 si riottengono le (88.2), (88.3). Il lettore scriva esplicitamente la sommatoria per
altri valori di n.
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20 Vﬂupplamo secondo la formula d1 Taylor‘ alcune funZIOIOH

(n>' )~ .

mentari. Se f(x) = ¢

Analogamente, scegliendo %o = 0, si ottiene
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2D e TR

- 2
1) m + Ronyq (%);
,"(—.1)" (2 )1 fr RZn (X)

ici dei polmoml di grado prlmo terzo qumto, 5 ., che si ricavano dallo sv11uppo in
I Taylor per la funzmne sen x. Tenendo conto della (88 17) abb1am0 posto

3 : L3 5‘_

'jfé,(is) = x— ook (s;)‘; Sel

= ff'y" : N

97j0882073665910:0

k F igufé~ 109

stato esegulto con l’ausmo di un computer Si nota ch1ara—~

1segno della f]
h ) ), 1, 2 ) d1 Taylor hanno un graflco per x vicino: a'zero, tanto

Per mezzo della formula di Taylor & possibile generalizzare il criterio
(85.11), (85.12) nel modo seguente:
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CRITERIO PER I PUNTI DI MASSIMO O DI MINIMO. — Se esistono le derivate
sottoindicate della funzione f(x) nel punto Xo, vale il seguente schema:

f(xg) =0 (f'(x0) > 0  minimo relativo in X,

7(x,) < 0 massimo relativo in X,

7t o . . , .. .
(xg) = 00 () (x,) # 0 né massimo, ne Mnimo in %,

e (x,) = O: (£ (%) > 0 minimo relativo in X

£ (%) < 0 massimo relativo in %

{9 (g,) = 0
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i (X) > f(X())




