"1l moto naturale passante per Py e P; ed associato alla Lagrangiana £
& quello che rende stazionario il funzionale I(s)= | :Ol £(t)dt, tra tutti 1 moti
passanti-per Py e P agli stessi istanti ¢ € t1, rispettivamente”.
Questo enunciato va sotto il nome di Principio di Hamilton o di minima
azione.

La lagrangiana nei sistemi meccanici.

Per un sistema sottoposto a vincoli olonomi, bilaterali e lisci con sollecitazione
conservativa di potenziale U, le equazioni di Lagrange

dor o _
dtﬁq’h 8qh —who
oU aU

giacche Qp = = (0, divengono

Ban’ On
d oI +U) _8(T+U)

=0
dt  Odn Oqn ’

ciot assumono la forma (40) con £ =T +U. |
Ecco perche anche tali equazioni sono state chiamate Equazioni di Lagrange.
Esse sussistono anche in ipotesi pill generali; per esempio, basta che

U@ ¢ ) _dU@ LY

Qnlg, 4 t) = - Ogqy dt Oqn 4)

In tal caso si dice che la sollecitazione deriva da un potenziale generalizzato
U. Si ha che

Teorema: »(1.N.S. perche la sollecitazione Qnlg, 4, t) derivi da un potenziale

generalizzato & che sia lineare nelle ¢ ed inoltre

Qh = Chk(ﬂ» t)dx + Oh(g, t) con

Cre = ~Cin, | | | (44)
Chior + Cragp + Crrn =0+ Chio = Chj = Cip

oC 0 a8c
dove si & posto  Cher = —5q":li , Cnp = —8‘% , Chro = agk "
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Infatti, poiché il primo membro della (43) non dipende da g, anche il secondo
membro non vi deve dipendere, cioe °U_ — (), cioe U & lineare nelle g, cioe

04104,

U = Uilg, )k + Uolg, )

Dopo cid la (43) é equivalente al sistema

__ 0U, _ 0Uy
Chi dqn  Oak
. (45)

_ 8Uy _ 39Uy

Ch‘ ~ dgy at -
La condizione necessaria ¢ evidente perche

Chk = —Ckn ,
52U, 82U, 8y, - 8 4

Chir + Crngke + Crkrh = 3060, ~ 5q:00 + Bardue 00100

82U, 82U,

8q,0q;,  OgrOan >

o o*U Yy o*U -
Ch,k—‘Ck,hza—/%' ———h‘"“]([o' + 2 = Cho-
q¢0qn dqx0t 09Ok 9gn0t
Per-quanto riguarda la condizione sufficiente, possiamo sintetizzare i passaggi
nel-seguente modo. Posto :

Cho:~00h?ch , Q=1 ,

le (45) possono scriversi come (45); ma con h e k che vanno da 0 ad N,
anziche da 1 ad N (N @ il grado di liberta del sistema). Le (44);_3 possono
scriversi come (44); o ma con h, k ed r che vanno da 0 ad N.

Nell’ ipotesi che siano valide queste (44); 2, devo dimostrare che le (45)1
ammettano soluzioni nelle incognite Uy.

Poiche la (45); & antisimmetrica rispetto ad h e k, bastera considerare solo le
equazioni con h < k. Possiamo far riferimento ad esse attraverso la seguente
matrice di cui abbiamo cancellato gli elementl sotto la diagonale principale
(ovviamente, gli elementi della diagonale principale sono zeri e le corrispon-
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ciog
Chivty + Crnr1 + Citirp = 0,

che & valida per I’ ipotesi (44)2- Closi abbiamo completamente dimostrato
che da (45); si possono ricavare le funzioni U, che la soddisfano.

Dopo aver dimostrato che il sistema (45); ammette certamente una soluzione
U}, cerchiamone la soluzione generale. Dalle equazioni (45), sottraiamone le
loro espressioni con U, al posto di Ug. Troviamo cosl

o WU ~Ty) 0(U—Tn)
, Ogn dgx, - ’

le quali non sono altro che le condizioni di integrabiliﬁé del problema di
determinare V da

1%

U, —~Up=5—
- o
Pertanto, appena trovata una soluzione particolare, quella generale si ottiene
aggiungendo ad essa %\ ' :

La pit generale forza che deriva da un potenziale generalizzato.

- Applichiamo quanto sopra al caso particolare di un punto libero, soggetto ad
una forza F e con coordinate lagrangiane coincidenti con le sue coordinate
cartesiane 1, o, T3. In tal caso la sollecitazione & Qp, = Fj; perche tale
forza derivi da un potenziale generalizzato’; grazie al teorema della sezione
precedente, & necessario e sufficiente che

Fy = Chie + Ch, Ccon Cwe= 40@ ) (46)

- Chr Congp + Crrpn =0 ; Chro = Cng — Crp-

Mi chiedo se la (46); pud essere scritta come F=qE+TA B) (Forza di
Lorentz). La risposta e affermativa pur di definire qE — (, ¢Bs = Cia,
—gB, = Ch3, ¢B1 = Co3. In tal modo anche la (46)» & soddisfatta.

Riguardo alla (46)3 noto che, se h = k, essa diviene 0+ Crpp+ Chrp =0 che
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& ‘consegue'nza di (46)5. Lo stesso dicasi ogni volta che nella (46)3 ho 2 indici
uguali. Percid basterd imporre la (46); per hkr = 123, ottenendo '

V- (qé) =0, che & una delle equazioni di Maxwell.

0 (gB) +V A (¢E) =0, che & un’ altra delle

Similmente, la (46)s & —-
imilmente, a (46)4 € 5

~ equazioni di Maxwell..

1l potenziale generalizzato delle forze apparenti.

Le forze apparenti possono essere scritte nella stessa forma della forza di
Lorentz ed & infatti facile riconoscere in qu' A B la forza di Coriolis —2m@d AT
purche 2ma = gB ed in gE la forza di trascinamento —md..
Anziche applicare la teoria generale, nel presente caso possiamo trovare I’
espressione di U nel seguente modo: ‘ .
Nel riferimento assoluto la lagrangiana & £ =T, +U eff- in quello relativo ¢
£ =T, + UeSl 4 yoprarentt da cui

1 . 1 .., 1

e — T, = S (5, + 5)° = 5m()° = gm(@,)? + mi -

Percid, se O & I origine del riferimento relativoed & la velocita angolare, si
ha . . . '

Uapparentw — _Q_m {’(70 TEA (P o O)]Z +m [UO‘*’(D A (P - O)] -

' In particolare, per un moto traslatorio ( & =0 ), si ha

Uapparentz — _ém[,l—)»o}Z + m?—}oo . 6» ,
per cui il sistema (45) da

Cop=0 , Ch=—-mig cot F=-md CV.D.

Per un moto rotatorio uniforme, ciot¢ O fisso ed & costante, si ha

1 )
yerrerentt = Sm[i A (P = O)f +mdA(P—-0)-7 ,
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