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Oonviene inoltre osservare che due sistemi sono equiva-
lenti, se uno d’essi si ottiene dall’altro aggiungendo pil vet-
tori che formino un sistera equilibrato ; ¢id infatti non altera
nd il risultante, né il momento risultante.

Un esempio semplicissimo di sistemi equilibrati si ha nei
sistemi formati da due weltori applicati, opposti e aventi la
medesima linea d’azione, ossia, come suol dirsi, direttamente
opposti,

Si ha senz’altro che, se un sistema di vettori applicati &
equilibrato, & pur tale il sistema dei vettori direttament
opposti. ,

42. OPERAZIONI ELEMENTARL — Dato un sistema di vettori
applicati, chiameremo operazioni elementari le due seguenti:
1. La composizione o decomposizione di vettori applicati in
un medesino punto, ossia la sostituzione di quanti si vogliono
vettori del sistema, applicati in un medesimo punto P, col
loro risultante applicato nello stesso P; 0, viceversa, la so-
stituzione di un generico vettore applicato in P con piu altri,
applicati nel medesimo punto, e aventi quel vettore per ri-
sultante.
2. Laggiunta o soppressione di due vettori direttamente
opposti (n. preec.).

Potremo considerare come operazione elementare anche il
trasporto di un vettore applicato lungo la sua lines d’azione,
ossia la sostituzione di un vettore applicato qualsiasi AB con
un altro equipollente CD, situato sulla medesima retta.

Tale operazione consiste, infatti, nell’eseguire successiva-

mente le due operazioni elementari se-

‘guenti: aggiungere al sistema che si

\&. considera i due vettori applicati (diret-
tamente opposti) CD, DC; sopprimere

C dal sistema cosl ottenuto i vettori
4 AB e DC.
4 | Dal n. pree. e dal n. 40 sappiamo
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Risulta di qui che, eseguendo successivamente sopra um
sistema quante e quali si vogliano operazioni elementari, si
ottiene sempre un sistema equivalente al dato.

Vedremo al n. 46 che reciprocamente, se due sistemi sono
aquivalenti, si pud sempre da uno d’essi ottenere Paltro, ese-
Zuendo soltanto operazioni elementari,

P’ percid che due sistemi equivalenti diconsi anche riduei-
bili Puno all’altro. Si tratta, bene inteso, di riducibilitd con
sole operazioni elementari.

Ne conseguse che, come definizione dell’equivalenza fra due
distemi, si potrebbe anche assawmere tale loro reciproca ridu-
cibilitd, eome appunto faceva il Pornsor ).

43. RIDUOIBILITA DI 0GNI SISTEMA DI VETTORI APPLICATY
A TRE VEITO0RI. — Siano P,, P,, P, tre punti dello spazio

‘non situati in linea retta e consideriamo dapprima uu solo

vettore applicato AB, coll’origine A, non situata sul pisno
bpp,. :

Dal n. 14 sappiamo che il vettore AB si pud decomporre in
tre vettori concorrenti in 4 e aventi per linee d’azione le rette
AP, AP,, AP,. Trasportiamoli lungo tali linee d’azione fino
ad avere le origini rispettivamente in P,, P, P,. 1l vettoro
AB & cosi ridotto (con sole operazioni) elementari a tre altri

_aventi le origini nei tre punti assegnati.

D’altra parte tale riduzione del P4
vettore AB & sempre possibile, R ...\
anche se Porigine A & situata nel N .

piano P .P,P,, senza che vi ap- Eae » B
partenga la linea d’azione, oppure :
se AB & tutto situato nel piano <4
suddetto. Infatti, nella prima even-
tualitd, basta spostare il vettore
lungo la sua linea d’azione : Pori-

gine 4 esce allora dal piano P,P,P,, e si rientra nel caso



precedente. Se poi AB appartiene al piano PP, P, delle tre
rette AP,, AP,, AP,, due almeno sono certamente distinte,
p- es. AP,, AP,; il dato vettore si pud allora decomporre
(n. 14) in due (di cui uno eventualmente nuilo) appartenenti
a queste due rette, e quindi trasportabili in P,, P,; la ridu-
zione & cost effettuata, risultando di lunghezza nulla uno (o
eventualmente anche due) dei tre vettori applieati in P,, P,, P,.

0id posto, & facile vedere, pilt in generale, che ogni si-
stema di vettori applicati & ridueibile a tre vettori coll’origine
in tre punti quali si vogliano, non allineati. Bastera, eviden-
temente, eseguire 'accennata riduzione per tutti i 4335 del
sistema ; e comporre poi i vettori che concorrono in ciascuno

del punti assegnati.

44, RIDUCIBILITA DI OGNI SISTEMA DI VETTORY APPLICATI
A pur vETTORI. — Oi proponiamo pilt preeisamente di dimo-
strare che ogni sistema di vettori appli-
y:) cati si pnd sempre ridurre (con sole ope-
razioni elementari) a due vettori, uno dei
quali coll’origine in un punto P, comun-
que prefissato.

Si prendano a tal fine due punti P, e
P,, non situati su di una stessa retta con
P. Pel n, pree. il sistema dato & riduei-
bile a tre vettori (eventualmente nullj)
v, ¥, ¥,, rispettivamente applicati in P, P, P,. Indichiamo
con wx, il piano passante per P, che contiene il vettore v,
(un piano qualsiasi passante per PP,, se v, = 0) ed analoga-
mente sia w, il piano che eontiene P e v, ?u Emﬁo qualsiasi
per PP,, se v, = 0}

Consideriamo dapprima il caso generale, in cul questi due
piani sono distinti, e la loro retta d’intersezione r non con-
tiene n¢ P,, nd P,.

Assunto allora su tale refta r un punto qualsiasi 4 di-
stinto da P, si sa dai np, 14, 40 che il vettore ¥, del piano

%, & equivalente a due vettori collorigine in P, e situati sulle

rette PP, ed AP,; questi si possono poi trasportare lungo le
iaro linee d’azione (n. 42) in modo da avere le origini in P

ed A rispettivamente. Bseguendo la stessa riduzione sul vet-

tore ¢, , possiamo concludere che il dato sistema & riducibile
a tre vetbori coll’origine in P e a due coll’origine in A. Basta
ora eseguire la composizione di tali vettori applicati in A ed
in P, per oftenere la cercata riduzione a due soli vettori, uno
dei quali coll’origine in P.

La stessa conclusione séguita a valere anche nei casi
esclusi, in cui i piani x, e x, coincidono, ovvero la loro in-
tersezione r passa per uno dei punti P, o P;, ad es. P,. Lo
si riconosce prendendo A coincidente con P,, e Eoomm@dmo
nel resto come sopra.

45, {n. 41) qualsiasi, ossia
con risultante e momento risultante nulli.

Esegnendo su di esso la riduzione testd indicata, i due
vettori, cui da ultimo si perviene, risultano di necessitd di-
rettamente opposti (in particolare nulli entrambi, se lo & uno
di essi), perche, anzitutto, per I'annullarsi del risultante, tali
vettori devono essere opposti; e d’altra parte devono essere
situati sulla medesima retta, in quanto, se cosl non fosse, non
si annullerebbe il momento risultante, come si vede pren-
dendo, ad es., per centro di riduzione un H.E:.b P, situato
sulla _Eo@ di azione di uno di essi.

Ma ogni sistema composto di due vettori direttamente
opposti si riduce, mediante la seconda operazione del n. 42,
ad un vettore nullo; cosicchd si conclude che ogni sistems
equilibrato & riducibile ad un sistema assolutamente nullo, ciod
non comprendente aleun vettore, o cid che & lo stesso, co-
stituito soltanto da vettori nulli.

46. RIDUCIBILITA MUTUA DI DUE SISTEMI EQUIVALENTI DI
VETTORI APPLICATL — Siamo ora in grado di dimostrare (cfr.
n. 42) che ogni sistema =, é riducibile ¢ qualsiasi altro sistema
equivalente X, .

Consideriamo 2 tale scopo il sistema =, costituito dai vari
vettori (4, — ) direttamente opposti ai singoli vettori (4, v)
di Z,, applicati negli stessi punti. :

Aggiungendo al sistema 3, tutti i vettori (4,v) del si-

- stema Z,, e i corrispondenti (A4, —w) del sistema I, ve-

diamo intanto che il sistema X, & riducibile al sistema com-
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posto dai tre X, Z,, 3. D’altra parte, qualunque sia il centro
di riduzione, il sistema 2, ha il risultante e il momento ri-
sultante manifestamente opposti al risultante e al momento
di £,, e qguindi anche di X,, Il sistema formato dai sistemi
Z, 2, ¢ dunque equilibrato, ossia, per quanto abbiamo ve-
duto al' n. prec., & riducibile ad un sistema assolutamente
nullo. Ne consegue che il sistema formato da 3, =, = &
riducibile all’unico sistema Z,. :

Si passa dunque mmooomm_qﬁsgam {con sole operazioni ele-
mentari) da =, al sistema composto Z,, 5,, 5! e da questo a 3,.

47. Corrie. — Dicesi coppi«, ogni sistema formato da due

vettori applicati opposti {eiod paralleli e di verso opposto).

La distanza b delle rispettive linee d’azione dicesi braccio

, , della coppia. Talora giova fare interve-

5= 24 nire anche la nozione di verso di una

16 coppice, con c¢he si intende il verso di

S T rotazione, concordemente defterminato

4 B dai due vettori nel loro piano, attorno

ad un mn&mimp punto O, interno alla striscia limifata dalle
linee d’azione dei qmgoﬁ.

Siccome il risultante di una generica coppia I' & nullo,
cosl (n. 34}, comunque vari il eentro di riduzione, i momenti
risultanti di una stessa coppia sono tutti equipollenti.

Siano AB e A’B’ 1 due vettori di I'. Prendendo per cen-
tro di riduzione una delle due origini, ad es. il punto A’ si
vede tosto che il momento M della coppia I' coincide col
momento dell’altro vettore AB. Hsso ha dunque lunghezsa
equale al prodotio del braccio b della coppia per la lunghezza
comune dei due vettori ; & perpendicolare al piano della coppia ;
ed & destro (n. 27) rispetto ad AB.

Quest’nltima ecircostanza si riferisee al vettore M applicato

in A’. Per ragione di continuitd, si pud evidentemente so-
stituire ad A’, nel piano = della coppia, ogni altro punto, che
sia.situato dalla stessa banda di A’ rispetto alla retta A B,

in particolare un punto qualsiasi, interno alla striscia com-

presa ira le parallele AB, A'B’, 8i pud cosl caratterizzare il
verso del momente M, in modo simmetrico rispetto ai due
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vettori, ricorrendo al verso della coppia da essi ooawwn;o“
6 si ha l'enunciato :
Per un osservatore coi piedi in un punlo gqualsiasi interno
alle striscia compresa fra le due lince d’azione e il capo dalla
banda del momento M, il werso della coppia apparisce destro,

48. Dal fatto che il risultante di una eoppia & sempre
nullo, scende che due coppie sono equivalenti allora e solo
allora che, per un centro di riduzione (e quindi per tutii),
coinecidono i loro momenti; _

Ricordando poi (n. 41) che fra i sistemi a risultante nullo
equivalgono a un vettore unico (nullo) soltanto quelli il eni
momento & nallo, si ha facilmente che una coppia & equiva-
lente ad un vettore nullo, se & nulio il suo momento {(ossia
se sono nulli i due vettort componenti, oppure se fali vettori
giacciono sulla stessa retta); e che una coppia a momento
non nullo non ¢ mai equivalente ad un unico vettore.

49. Mostriamo che un vettore M si pud sempre, e in in-
finiti modi, congiderare come il momento di una gqualche
coppia I'; m inutile speeificare il polo, wmpo: (n, 47) i wmo-
mento 9 ana ¢oppia non dipende
dalla posizione del polo.

_ \ \

Per trovare una di queste cop- ya L,» -

pie I', basta, per es,, fissare un 6 r
iano m perpendicolare al vettore Pt -
P perp A LW, 7

M e tracciarvi ad arbitrio due
rette parallele r, . Dotta b la loro distanza, si costruisca
una coppia I, gc@bc@sgo sa r, v due 4382 opposti 4B,
A'B’, di _:E_Emmp comnne a\bw ¢ di senso tale che il ﬁﬁ.mo
di T apparisea destro. rispetto al vettore M , applicato in un
punto interno alla striscia =, 2.

50. RipuoIBILITA DI 0GNI SISTEMA DI VETTORI APPLICATI
AD UN VETTORE E AD UNA <oPPIA. — Dallosservazione ora
fatta scende che un sistema qualsiasi di vetbori applicati &
sempre equivalente ad un altro costituito da un unico vet-
tore e da un’unica coppia.

Infatti, preso ver centro di ridnziona nn nnmtn D analed



