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Figura VIIL.2: Vettori posizione s; = 1y — 73, Sg = T3 — T, € 83 = T'1 — T'§ per
il problema dei tre corpi.

Essendo ¢ I’angolo tra 7 e la direzione fissa di A, risulta:?
|Aljrcosd = ||L||* — Gu*Mr,

oppure:

1 GPM 1A
B 1 9>,
ST { TG ¢

Dunque abbiamo ricavato la prima legge di Keplero, se il modulo di A ¢ stret-
tamente inferiore di Gu?M. In tal caso ¢ = [||A||/Gu®M] & Peccentricitd € (e
quindi A = 0 se e solo se lorbita del pianeta & una circonferenza) e il vettore di
Laplace-Runge-Lenz & diretto dal Sole verso il perielio dell’ellisse (cioe, ¢ = 0).
Infine, il modulo del vettore di Laplace-Runge-Lenz & dato da:

| Al = Gu®Me.

5 Problema dei Tre Corpi

Il problema di Keplero dei tre corpi riguarda la risoluzione delle equazioni di
moti di un sistema di tre masse, m, in posizione r1, Mo in posizione ry € My in
posizione r3 (con tutte le posizioni relative al centro di massa), che interagiscono

211 modulo del vettore di Laplace-Runge-Lenz viene scritto come || A}, per non confonderlo
con l'area che figura nella discussione della velocita areale.
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tramite la forza gravitazionale tra ogni coppia di particelle. Le equazioni del
moto sono le seguenti:

. ry—7T ry—7 s s
i = —Gmy———— — Gmy————— = —Gmy—r + Gma—,
71— 73 |7y — 73] | s3] |82]
. To—T ro—1T s s
ng—Gml 2 15 G 3 2 33—' Gm3 13+G 1 33,
[Ty — 7] 7o — 73 |51] |83
. Ty — T r3— T Sq - s
T’3:'Gm1 3 13 —Gm23723:~Gm1—23+Gm2 13,
73 — 71 73 — 79| |s2] |51
essendo
81 =T2—T3, S2=T7T3—T1, 83=T1—Ta.
In tal caso si ottengono le tre equazioni di moto
. 8; .
3 = —mG—= 4+ m;G, 1=1,2,3, (VIIL.9)

|5

dove

s s s
m:m1+m2+m’37 GZG( 13+ 23+ 33>.
|s1] | 2] |53
Dalle tre equazioni accoppiate (VIIL.9) non si conosce la soluzione generale, ma
soltanto quella che si ottiene in alcuni casi abbastanza elementari. Si osservi che
le tre equazioni (VIIL.9) sono accoppiate, poiche

§1+4 83+ s = 0. (VIIL.10)

Nel caso in cui G = 0, le equazioni di moto (VIIL9) si disaccoppiano e la

(VIII1.9) si riduce alla stessa forma del problema di Keplero dei due corpi:
5= —mG— =123,
|5l

con ciascuna delle masse che si muove lungo un’orbita ellittica che giace sullo
stesso piano con lo stesso punto focale e lo stesso periodo. 1l disaccoppiamento
si verifica quando le masse si trovano ai vertici di un triangolo equilatero.® Man
mano che il moto procede, le equazioni rimangono disaccoppiate e quindi la
condizione del triangolo equilatero rimane valida anche se il triangolo cambia
orientazione e grandezza. In astronomia una tale situazione consiste nei cosidetti
troiani, asteroidi che condividono la stessa orbita di un pianeta maggiore ma
costituiscono un triangolo equilatero con il pianeta maggiore ed il Sole. Sono

3Le equazioni (VIIL.10) e G = ( valgono simultaneamente se e solo se le tre masse si trovano
nei vertici di un triangolo equilatero.
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Figura VIIL.3: L’ipotetica formazione della Luna. Vedi Wikipedia.
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stati infatti trovati asteroidi troiani per Giove, Marte e Nettuno, e, di recente,
per la Terra. Secondo una teoria (da comprovare) la Luna e nata dalla collisione
della Terra con un pianeta ipotetico (chiamato Theia oppure Orpheus) che prima
formava un triangolo equilatero con la Terra ed il Sole e poi & stato disturbato
gravitazionalmente (vedi Wikipedia, Formazione della Luna).

Un altro caso particolare che si puo trattare abbastanza bene, € il caso in cui
le due masse mq e mg sono molto grandi e si muovono I'una rispetto all’altra di un
moto confinato, mentre la terza, mgs, molto piti piccola, si limita a perturbare il
moto delle altre due. In tal caso la terza massa si muove nel campo gravitazionale
generato delle prime due masse. Un esempio ¢ il moto di una navicella spaziale
in orbita tra la Terra e la Luna.
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