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Capitolo 1

Funzioni vettoriali e curve nello spazio

1.1 Limiti, continuita e derivate di vettori

Una legge che ad ogni numero reale ¢ nel dominio A C R faccia corrispondere un vettore di V3, viene
detta funzione a valori vettoriali o funzione vettoriale di variabile reale in V3. Indichiamo con v(t)
una tale funzione e prendiamo una qualunque base {e;} in V3. Per ogni ¢t € A possiamo scrivere

v(t) =) vi(t)e:.

i=1

Poiché le componenti v;(t), (i = 1,2,3) individuano univocamente, per ogni t, il vettore v(t) nella
base scelta, esse, come funzioni reali della variabile reale t nel dominio A, costituiranno le componenti
della funzione vettoriale stessa in quella base.

Vogliamo estendere alle funzioni vettoriali i concetti di limite, di funzione continua e di derivata. A
tale scopo consideriamo la funzione vettoriale v(t), definita nel dominio A C R, a valori in V3, ed il
vettore w € V3. Preso un punto ¢y di accumulazione per A diremo che la funzione v(t) converge al
vettore w per t che tende a tg, se ¢ possibile determinare un intorno di ¢¢ in A, escluso al piu ¢y in
modo tale che per valori di ¢ in tale intorno, la norma della differenza v(t) — w sia piu piccola di un
qualunque numero positivo prefissato. In altri termini scriveremo

li t) =

fm v(t) =w,
se, Ve>0,30>0:0<|t—ty] <d = || v(t)—w |[<e. Dette w;, (i =1,2,3) le componenti di w
nella base {e;}, si ha

V() = w [|= /(01(t) = w1)? + (va(t) — w2)? + (vs(t) — w3)2.

Ne segue che la condizione || v(t) — w ||< ¢ implica che siano soddisfatte contemporaneamente le tre

condizioni
[vi(t) — w;| < e, i=1,2,3.

Viceversa, queste ultime condizioni implicano che || v(t) — w [|< /3¢, ovvero, che la norma della
differenza v(t) — w si puo rendere minore di un qualunque numero positivo prefissato. Concludiamo
allora che la funzione vettoriale v(t) converge, per ¢ — to, al vettore w se e solo se le funzioni
componenti v;(¢) convergono rispettivamente a w;, (i = 1,2, 3), ovvero

tliglo vit) =w <— tlgg) vi(t) =w;, i=1,2,3.

1
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Questo risultato ci permette di ricondurre il calcolo del limite di una funzione vettoriale al calcolo
del limite delle sue componenti. Di conseguenza, tutti i teoremi e le proprieta sui limiti di funzione
si estendono immediatamente alle funzioni vettoriali. In particolare questo vale anche per il limite
del prodotto scalare tra due funzioni vettoriali ed il limite del prodotto vettoriale tra due funzioni
vettoriali.

Una funzione vettoriale v(¢) definita nel dominio A C R si dice continua in un punto ¢y di accumu-
lazione per A se risulta

tlg?o v(t) = v(ty).
In forza del risultato precedente sul limite di una funzione vettoriale, possiamo dire che la continuita
di v(t) in tp & equivalente alla continuita delle sue funzioni componenti v;(¢) in tp.
Proprieta analoghe a quelle delle funzioni continue valgono per le funzioni vettoriali. Per esempio,
la somma di piu funzioni vettoriali continue ¢ una funzione vettoriale continua. Il prodotto scalare
tra due funzioni vettoriali continue ¢ una funzione continua ed il prodotto vettoriale tra due funzioni
vettoriali continue ¢ una funzione vettoriale continua.

Preso un punto tg in A ed un incremento At della variabile ¢ in modo che ¢ty + At € A, consideriamo i
vettori v(tg+ At) e v(tp). Denotato con Av = v(tp+ At) —v(ty) 'incremento della funzione vettoriale
relativa la punto ¢y e alllincremento At, chiamiamo rapporto incrementale il vettore

Av  v(to + At) — v(to)
At At

Av

vitg)

vitg + AD

vty AD

dv
a o)

Il rapporto incrementale risulta una funzione vettoriale di t. Se esiste ed & finito, il limite di questa
funzione per At — 0 si dice derivata della funzione vettoriale v(t) in ¢ e si scrive

. Vv(to+At) —v(ty) dv
Al At B E(to)’

Talvolta useremo notazioni analoghe a quelle relative alle funzioni, ovvero Dv(ty), oppure v'(tp).
Considerata una base {e;} e usando il risultato precedente sui limiti di funzioni vettoriali, si pud
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scrivere
3
dv L vi(to + At) — v;(to)
o) = Alzltgl(); At e
3 3
. Vi (to + At) — V; (to) dv;
= 1 — —(t n
;A?ﬁo At © ; a (o)

In altri termini, le componenti della derivata di una funzione vettoriale rispetto ad una data base sono
le derivate delle funzioni componenti di quel vettore rispetto a quella base.

Anche per le funzioni vettoriali derivabili valgono regole e teoremi analoghi a quelli delle funzioni reali
ordinarie derivabili. Ci limitiamo ad osservare che una funzione vettoriale derivabile risulta continua.
Estenderemo poi alle funzioni vettoriali la notazione per gli insiemi di funzioni con derivate continue.
Per esempio, la notazione v(t) € C¥(A) indica che la funzione vettoriale v(t) ha derivate continue fino
all'ordine k nel dominio A, ovvero, le sue componenti sono funzioni appartenenti a C*(A). Si possono
poi dimostrare facilmente le seguenti regole di derivazione

d d d
&[u(t) V()] = &u(t) -v(t) +u(t) - av(t)
d d d

d d )
—u(t(x) = Lult) ().

1.2 Curve in forma parametrica

Le equazioni in forma parametrica della retta passante per Py e diretta secondo il vettore v,

T =x9+ tug

= Yo + tvy

z = 29+ tv,,

sono un esempio di curva nello spazio espressa mediante funzioni di un parametro reale. Piu in
generale, data una curva C nello spazio ed un riferimento cartesiano con origine in O, supponiamo che
sia possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra i punti P di C ed i valori di un parametro ¢ in

.
un intervallo reale [a,b]. Si puo esprimere allora il vettore OP come funzione del parametro ¢, ovvero
si puo introdurre una funzione vettoriale x(t) tale che

OP= (0,%(1)).

Le componenti del vettore posizione x = x(t) sono le coordinate del punto P nel riferimento adottato
e risultano funzioni di ¢ definite in [a, b]. In altri termini, si puo scrivere

(t)
(t) t € [a,b],
t

Il
>

IS NSO
Il

N S

—~

che rappresentano le equazioni parametriche della curva C.
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o Esempi

1) Le equazioni dell’elica cilindrica di raggio R, asse z e passo p, si possono scrivere in forma
parametrica usando come parametro la coordinata cilindrica 1. Si ha infatti

x = Rcosy
y = Rsinvy P € R.
= 2,

2) Analogamente le equazioni di una circonferenza di raggio R e centro nell’origine, sul piano ¢ =
/2, in coordinate sferiche, si possono esprimere in forma parametrica usando come parametro
la coordinata sferica 6. Si ha

z=0
y = Rsinf 6 € [0,2m)
z = Rcos#,

Sia x = %(t) Pequazione parametrica di una curva C definita in [a, b]. Supponiamo che x(t) € C1([a, b]).
Supponiamo inoltre che || dx/dt ||# 0, V¢ € [a,b] e che A t1,t2 con t1 # t2 : x(t1) = X(¢2) in tutto
[a,b]. Sotto queste condizioni si dice che x = X(t) & una rappresentazione parametrica regolare della
curva C. Una curva che ammette almeno una rappresentazione parametrica regolare si dice regolare.
Dalla definizione segue che nelle equazioni parametriche di una curva regolare le funzioni z(t), §(t), Z2(¢)
hanno derivate prime continue in [a,b] che non si annullano mai contemporaneamente in [a,b] e, al
variare di ¢ in [a, b], la curva non passa per un dato punto piu di una volta.

e Esempio
I due sistemi
T =x9+ at z:x0+at3
y=yo+bt y=1yo+b0t2 , tER,
2 =z9+ct 2 =29+ ct?

rappresentano la stessa retta, in quanto, eliminando il parametro ¢, da ambedue i sistemi si
ottengono le medesime equazioni cartesiane

T—2o _Y—Y _ 2~ %0
a b c
Tuttavia solo il primo sistema ¢ una rappresentazione regolare della retta. Infatti, per il secondo
sistema si ha ||x/(¢)|| = 0 per ¢t = 0.

Di una curva regolare & possibile definire una lunghezza. A questo scopo consideriamo una partizione
P, dell'intervallo [a,b] in n parti prendendo a =ty < t; < ... < t,, = b e siano x(tp),x(t1), ...x(tn)
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i corrispondenti vettori posizione dei punti sulla curva C. Congiungendo gli estremi di questi vettori
otterremo una spezzata di lunghezza

L(Py) = Y IIx(t:) = x(ti-1)|
i=1

= Z VIE(t) — o(tic)]? + [y(t) — y(tim1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2

Poiché le funzioni z(t),y(t), z(t) sono derivabili, applicando a ciascuna di esse il teorema di Lagrange
si potranno trovare tre punti &, 7;, ¢; nell’intervallo (¢;—1,¢;) in modo tale che

z(t;) — x(tic1) = 2/ (&)t — tiz1),
y(ti) —y(ti1) =y (mi) (ti — ti-1),
2(G) (6 — tima),

Otteniamo cosi

L(P,) = (i — tio) V[ (&) + [ ()] + [/ (6]
=1

Posto B

T, = inf{|2'(t)|,t € [ti—1,ti]}, X! =sup{|z'(t)],t € [ti_1, ]}

g =inf{ly'(t)],t € [tim1, i}, Y] =sup{|y/(t)|,t € [ti—1,ti]}

z=inf{|Z ()]t € [ti, 6]}, Zi =sup{|Z/(t)],¢ € [ti—1, ti]}
si ha
dove

=1
Ly(Py) = Z

—
Sk
|
Sk

L

~—
\
IS
oS
no
+
—
=~
oS
no

+
@N\
oS
no

Diremo allora che la curva C in [a, b] ¢ rettificabile se

sup[L,(Py,)] = inf[Ly(Py)] =1
P, P

e chiameremo [ la lunghezza di C. Vale il seguente risultato che non dimostriamo.

Teorema 1.1 Una curva x = X(t), regolare in [a,b], é rettificabile.

L’analisi precedente ci permette di effettuare il calcolo della lunghezza di una curva.

Teorema 1.2 Data la curva x = x(t), regolare in [a,b], la sua lunghezza é data da

b
1= [ VEOP+TOR+ FOP &
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Dim. Consideriamo la funzione

F) = VIOPR + 5 OF + [Z ()]

In base alla definizione delle quantita L,,(F,) e Ly(P,) e indicate con s(f, P,) e S(f, Py,) rispettiva-
mente le somme integrali inferiore e superiore della funzione f relative alla partizione P,, valgono le
seguenti disuguaglianze

Lin(Pn) < s(f, Pn) < S(f, Pn) < Ly (Pn).

Poiché la curva & regolare, f(¢) risulta continua, e quindi integrabile in [a, b], ovvero

b
sup[s(f, Pn)] = inf[S(f, Pn)] = / VIE ] + 5O + [2/(0)]2 dt.

n

D’altra parte, la curva risulta rettificabile quindi

Sup[Lm(Pn)] = llgf[LM(Pn)] =1,
P, n

e le precedenti disuguaglianze ci permettono di concludere

dx

dt.
dt

b b
1= [ VEOR+ GO+ EORd = [

e Esempio

Vogliamo calcolare la lunghezza dell’arco di curva di equazioni parametriche

xr =tcost

y =tsint

z = \/gt
relativo all’intervallo 0 < ¢ < 1.

Si puo verificare che tratta di una curva regolare. Si ha

2 = cost —tsint
Yy =sint + tcost
Z =

|

1
l:/ V44 t2de.
0

Questo integrale si puo risolvere mediante la sostituzione ¢t = 2 sinh 7, ottenendo

sinh—! 1
1 5
l:4/ 2cos.h217d17:2simh_12+\2[.
0

da cui
dx

dt

=4+t

Si ottiene quindi
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Supponiamo ora di prendere un punto P, corrispondente al vettore xg su una curva regolare C e di
aver scelto il parametro t nelle sue equazioni parametriche in modo tale che x(0) = x¢. Preso un
generico punto P di C corrispondente al generico valore ¢ del parametro, definiamo ascissa curvilinea

s su C la quantita
t
s(t) = :l:/
0

dove vale il segno positivo se si vuole che s cresca al crescere di ¢, mentre vale il segno negativo se
si richiede che s decresca al crescere di t. In valore assoluto, I’ascissa curvilinea misura la lunghezza
dell’arco di curva da x¢ a x(t). Nel seguito, se non specificato diversamente, assumeremo che s
cresca al crescere del parametro ¢t. Per la regolarita della curva, le derivate delle componenti di x(t)
non si annullano mai contemporaneamente, ovvero ||dx/dt|| # 0. L’ascissa curvilinea risulta quindi
una funzione continua e strettamente monotona di ¢. Essa ¢ dunque invertibile, con inversa t(s)
continua. Ne segue che si possono scrivere le equazioni parametriche della curva C in funzione di s
come x = x(t(s)). Quest’ultima risulta sempre essere una rappresentazione regolare in quanto, dalla
definizione stessa di ascissa curvilinea

~||dx

_H&

Inoltre, poiché s(t) & biunivoca, si avra s(t1) # s(t2) per t1 # to, quindi x(s1) # x(s2) se s1 # S
(51 = S(tl), Sg = S(tg)).

dx

T

dr,

1

s~

dx

— 1-#£0.
ds 7

dx||dt
d ds

e Esempi

1) Consideriamo ’equazione di una retta in forma parametrica

T =x9+ tv,
Yy =Yyo + tyy
2 = zo + tu,,

Dalla definizione di ascissa curvilinea abbiamo

t
s@:/,@+@+@wﬂwnt
0

L’equazione parametrica della medesima retta in funzione della sua ascissa curvilinea &

— Uz
T =x9+ HV”S
— Wy
Y=Y+ s

z=2z0+ ”UTZHS.
In tal caso si verifica subito che la lunghezza del segmento PyP ¢ proprio |s|.

2) Consideriamo ’equazione della circonferenza di raggio R e centro nell’origine, sul piano z = 0
di un riferimento cartesiano. Le equazioni parametriche si possono scrivere nella forma

{:c:Rcosz/) v € [0,2m).

y = Rsinvy
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In tal caso si ha

P
s(y) = / RVsin? 7 + cos2 7dr = Ri).

0
che, come € noto, corrisponde, in valore assoluto, alla lunghezza dell’arco di circonferenza di
apertura .

3) Consideriamo le equazioni parametriche dell’elica cilindrica di raggio R, asse z e passo p.
Abbiamo visto che si puo scrivere

x = Rcosy
y = Rsinvy Y € R.
=2,

Calcoliamo P’ascissa curvilinea. Si ha

P 3 5
5(¢)=/() \/R2sin2T+R2cos2T+(2];) dr = RZ+(%> .

1.3 Terna intrinseca

Siano P e P’ due punti di una curva regolare C, corrispondenti a valori s e s+As dell’ascissa curvilinea.
Essi saranno individuati dai vettori x(s) e x(s + As). Al tendere di As a zero il vettore

x(s + As) — x(s)
As ’

tende ad assumere la direzione della tangente alla curva nel punto P di ascissa s.

X(st+ As)

Definiamo wversore tangente alla curva in P il vettore

6(s) = (CiT: — lim x(s + As) —x(s).

As—0 As
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Per verificare che si tratta effettivamente di un versore, osserviamo che, da quanto detto sull’ascissa
curvilinea,
dx
H ds

Supponiamo ora che la funzione x(t) sia derivabile almeno due volte. Derivando ambo i membri
dell’identita

=1, = |t(s)] =1

t(s) - t(s) =1,
ricaviamo
dt
2t(s) - — = 0.
(8) 45

Se escludiamo il caso in cui la curva sia una retta, cio¢ supponiamo dt/ds # 0, la condizione precedente
implica che il vettore dt/ds risulta ortogonale al versore tangente alla curva in P. Chiameremo normale
il versore n di dt/ds, ovvero, porremo

dt
— =cn
ds ’
dove la quantita ¢ = ||dt/ds| ¢ detta curvatura di flessione della curva. Il suo reciproco p = 1/c si

dice raggio di curvatura.
Sempre nell’ipotesi che la curva non sia una retta, si definisce versore binormale il vettore

b=tx n.

I tre versori t, n, b risultano mutuamente ortogonali e costituiscono la cosiddetta terna intrinseca della
curva in P. Ovviamente, al variare del punto P su C, variera 'orientazione della terna intrinseca.

e Esempi

1) Calcoliamo la terna intrinseca e il raggio di curvatura di una circonferenza di raggio R centro
nell’origine, nel piano z = 0 di un riferimento cartesiano. Abbiamo

x':RCf)S?ﬂ S—RY = .I‘ZRC.OS(S/R)
y = Rsin, y = Rsin(s/R).
Il versore tangente e dato da
dx . .
t= i sin(s/R)e; + cos(s/R)ey = —sinte; + cos pey,
da cui
dt 1 1
L= & cos(s/R)e; — Esin(s/R)eQ.

confrontando con la definizione di n abbiamo
n = — cos e — sinyes, p=R.
Infine, il versore binormale &

b =t x n = (—sinye; + cospes) X (— cose; — sines) = es.
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2) Calcoliamo la terna intrinseca e la curvatura di flessione dell’elica cilindrica di asse z, raggio
R e passo p. Dai risultati gia ottenuti abbiamo

x = Rcos(s/a)

x = Rcosy 5
y = Rsinvy s(w):\/R2+<%) Y=rap = {y= Rsin(s/a)

_ P _ P
Si ricava cosi,
R . R P R . P
t = ——sin(s/a)e; + —cos(s/a)es + ——e3 = —(—sinye; + cosyes + ——e3).
o (s/a)er o (s/a)es L a( ey ey 27rR3)
Derivando ulteriormente si ottiene
dt R R .
— = —— cosye; — — sinye
P 02 Yeq 2 ey,
da cui si ricava )
) 1 4m* R
n = —cosYe; — sin ey, c=

P - p? + 472 R2’

Infine

o=

(—sine; + coses + Leg) X (— cospe; — sines)

b p—
2TR

>, P e p
R+ 4772> [%(sm e — coses) + Reg| .

7N

Osserviamo che il calcolo dei versori della terna intrinseca puo essere effettuato anche senza conoscere
'ascissa curvilinea. Infatti, data la rappresentazione regolare x = x(s(t)) della curva C, si ha

_dx o dxdt x x

Cds  dtds s ||¥)’

B % B t’/s/ B t/
SRR
Ne segue anche
1|
p X

e Esempio

Calcoliamo il versore tangente della elica conica di equazioni parametriche

x = Ricosvp
y = Riysiny P e R.
2= 4
Si ha
x' = (Rcost — Ry sintp)e; + (Rsinty) + Ry cosp)es + %eg,
da cui

t = x' _ R[(cos v —1psintp)er + (sinth + 9 cosp)es + 52pes]




Capitolo 2
Funzioni di piu variabili

2.1 Limiti e funzioni continue

Consideriamo I'insieme R" delle n-uple ordinate di numeri reali. Introdotta la usuale struttura euclidea
in R", sia {e;}, (i = 1,...,n) la base ortonormale canonica. Detto x = (z1,z2,...,x,) un vettore di
R™, la sua norma sara ||x|| = \/27 + 23 + ... + 22. In analogia con la notazione dei sottoinsiemi di R,
diamo le seguenti definizioni.

Si dice intorno sferico di centro x¢ e raggio r (r > 0) I'insieme B, (X¢), definito da
B, (x0) ={x e R": ||lx —x¢| < }.
Nel caso in cui si escluda da questo il solo punto xg scriveremo

By (x0) = Br(x0) \ {x0}-

Diremo che l'insieme A C R™ & un aperto di R™ se per ogni x € A ¢ possibile trovare un intorno B, (x)
interamente contenuto in A. Diremo poi che I'insieme C' & chiuso se ¢ il complementare di un aperto.
Chiameremo punto di accumulazione per A C R"™ un punto xq tale che, preso un qualunque intorno
sferico B,(xq), esiste almeno un punto di A distinto da xy appartenente a B,(Xp). Diremo che un
insieme A C R™ & limitato, se esiste un k € R™ tale che

HXl — X2H <k, Vx1,X9 € A.
Si dice poi diametro di un insieme limitato A C R", la quantita

sup ||x1 — x2]|.
X1,X2€A

Consideriamo una funzione f definita in un sottoinsieme A di R™ a valori in R e sia xg un punto di
accumulazione per A. Diremo che la funzione f : A C R — R tende al limite [ per x che tende a xq,
e scriveremo limy_,x, f(x) =1se,Ve > 0,36 >0: x € BY(x0) N4 = |f(x)—I| <e. Analogamente
diremo che limy_x, f(x) = +oo(—00) se Vk >0, 3§ >0: x € Bd(x0) NA = f(x) > k(< —k).

o Esempi
1) Data la funzione f : R? — R, definita da

f(X):$—2y, X:($,y>€R2,

11
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verificare che limx_,o f(x) = 0. Poiché si ha

v —2y| < |z| +2ly| < 3va? +y* =3|lx -0,
ne segue che, fissato un € > 0, scegliendo 6 = £/3, si ha
lx —2y| <e, Vxe€ Bs(0),
ed il limite e verificato.

2) Data la funzione f: A C R? — R, definita da

sin(z — 2y)
fx) = ——7F—
T — 2y
verificare che limy o f(x) = 1. La funzione & definita in A = R?\ {x € R? : x — 2y = 0}, cio¢ in
tutti i punti del piano R? esclusa la retta di equazione z—2y = 0. Sappiamo che lim,_,o =1,
ovVero,

Ve>0,30>0:0<|z] <o = |2 —1| <e.
z

In corrispondenza di o, per il limite dell’esempio precedente, possiamo trovare un d > 0 tale che
[x—0]|<d = J|z—2yl<o.
Mettendo insieme i due risultati, otteniamo

sin(z — 2y)
x— 2y

—1’ <e, Vx€B)0)NA.

3) Data la funzione f : A C R? — R, definita da

3
_ Ty
f(X) - 26 + y27
vogliamo studiare il limy o f(x). La funzione & definita in A = R?\ {0}. Osserviamo che, presa
la restrizione della f in A’ = {x € R?: y — mx = 0}, essendo m € R, si ha

me’4 me’Z

22(z* +m?2) T it m?

f&)ar =
Se facciamo tendere x — 0, in A’, otteniamo
li r=0.
lim f(x)]a

D’altra parte, se prendiamo la restrizione della funzione f in A” = {x € R? : y — 23 = 0},

otteniamo .
T 1 1
= —_— = = = i "= —.
@l = s =2 > Jim fGl = 5
In definitiva, comunque scegliamo un intorno sferico di x = 0, in questo intorno la funzione
assumera sempre tutti i valori dell’intervallo [0,1/2]. La funzione dunque non ammette limite

per x — 0.
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Sia f definita in un dominio A C R non limitato. Diciamo che la funzione f tende a [ al tendere di x
all’infinito e scriveremo limy_,o f(x) =1, se, Ve >0, 30 > 0:Vx € A, x ¢ Bs(0) = |[f(x)—1| <e.
Analogamente si definisce il limite infinito per x — oo.

e Esempio

Data la funzione f: A C R? — R, definita da

r+y—=z 3
f(x):ma x:(a:,y,z)EIR \{0}7

verifichiamo che limy_, f(x) = 0. Osserviamo che si ha

rTt+y—=z

_ ol + Il + el _ 3lxl_ 3
2 + Y2 + 22

B

Allora, fissato un £ > 0, avremo | f(x)| < €, purche

3 3
—<g = |x]|>-.
x| €
Scelto § = 3/¢, otteniamo

|f(x)] <e quando x € A, x ¢ Bs(0).

Sia f: ACR"™ — R e xg un punto di accumulazione di A. Diremo che f ¢ continua in xg se esiste il
limy_,x, f(x) e si ha

lim f(x) = f(xo).

X—XQ

Si dice che la funzione f ¢ continua in A se € continua in ogni punto di A. Valgono inoltre proprieta
analoghe a quelle delle funzioni di una variabile reale. In particolare, la somma ed il prodotto di
funzioni continue sono funzioni continue. Valgono inoltre i seguenti teoremi.

Teorema 2.1 Se f ¢ continua in xg € R™ e si ha f(xg) > 0(< 0), allora esiste un intorno sferico di
Xo in ogni punto del quale f(x) > 0(< 0).

Teorema 2.2 (di Weierstrass) Se f é continua in un insieme A C R"™ chiuso e limitato, allora f ¢
limitata (cioé la sua immagine in R € un insieme limitato) ed ammette un massimo e un minimo.

2.2 Derivate parziali

Sia f definita in un aperto A C R" e sia x¢ un punto di accumulazione per A. Consideriamo un
versore v di R"™. Chiameremo retta passante per xg e di direzione v, il luogo dei punti r = {x € R™:
x = X0 + vt, t € R}. Consideriamo la restrizione di f ad r,

f&)r = f(xo+vt).
Tale restrizione € una funzione della sola variabile reale . Se questa restrizione ¢ derivabile in ¢ = 0,

ovvero se esiste il
lim f(xo +vt) — f(x0)

t—0 t

)
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lo chiameremo derivata direzionale di f nella direzione v, in x¢ e lo indicheremo con Dy f(x¢). Se v
coincide con uno dei versori della base ortonormale canonica, e, porremo

;’;;w = De, f(x0),

che chiameremo derivata parziale di f rispetto a xj, in xg. Poiché risulta

of 1
a—xk(xo) = }g% ;[f(x?, Yt al) — f(2Y, ., 20,

la derivata parziale di una funzione rispetto alla variabile x; € la derivata della funzione che si ottiene
da f fissando tutte le altre variabili e facendo variare solo la k-esima.

o Esempi

1) Calcolare la derivata direzionale della funzione

f($1,$27$3,x4) = h’l([E? + l‘%) + l‘g - xZ,

nella direzione v = %(1, 1,—1,1) nel punto x¢ = (1,0,0,1).

Secondo la definizione data avremo

LR e N A G ) R 1) R (LS Wl VR WU C VPRI V23 g
D xo) = iy : i ;
da cui
1,2
va(xo):limln(l+t+2t ) -0

t—0 t

2) Data la funzione f : A C R? — R, definita da

f(x) = zIn(zy?),

si ha A= {(z,y): x > 0,y # 0}. Calcoliamo le sue derivate parziali.

1
g“;: = ln(a:yQ) + xx—yzyQ =1+ ln(a;yZ),
oy Twp Ty

che risultano definite in tutto I'aperto A.

3) Data la funzione f : A C R® — R definita da
22

f(x) = xzyz — sin(zz) + ye* *,

si ha A = R?. Calcoliamo le derivate parziali nel punto xo = (1,2, 7).

of )
— = - 2 =z
il zcos(xz) + 2zyze” ?,
8f xzz

—ay =xz+e€

of

2 x2z
=xy —xcos(xz)+ xye
5, = Y (z2) ye®
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che risultano definite in A. Per x = xg si ha

gi(xo) = m(3 + 4e™), gi(xo) =r+e", gﬁ(xO) =3+ 2€".

4) Data la funzione f : A C R? — R definita da

f(X) = 2\/‘1?_ \/ x\/gv

si ha A= {(z,y): >0,y > 0}. Calcoliamo le derivate parziali.

o= RV~

of 11
o= (i)

che risultano definite rispettivamente in a A\ {x =0} e A\ {y = 0}.

2.3 Funzioni differenziabili

Sia f definita in A C R” e sia xg € A, un punto di accumulazione. Diremo che f ¢ differenziabile in
X( se esiste una applicazione lineare Ly, da R" in R tale che

o Cc0 1) = (x0) = Ly ()
W B

=0.

con h € R™. Se f e differenziabile in ogni punto di A, diremo che & differenziabile in A.

Dimostriamo che una funzione differenziabile in xy ammette derivata direzionale in qualunque direzione
individuata da un versore v e quindi ammette derivate parziali. Posto h = vt si ha infatti, per la
linearita di Ly,

0 = Lim f(X(] + Vt) - f(XO) - on (Vt) — 1lim f(XO + Vt) - f(XO) . tho (V)

t—0 [Iv]||¢] t—0 |¢] |t]

da cui otteniamo

Ly (v) = %ﬂ% f(xo+ Vi) — f(x0)

= va(X()) = Lx, (V)

In particolare, se v = e}, otteniamo
of
Ly, (er) = —(x0).
xo (€k) axk( 0)

L’applicazione Ly, si dice differenziale di f in x¢ e la si indica piu spesso con df(xp). I risultati
precedenti si scriveranno allora nella forma

of

oxp

Dy f(x0) = df (x0)(v), (x0) = df(x0)(ex),
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e indicano che lapplicazione di df(xg) ad un vettore h € R™ equivale alla norma di h per la derivata
direzionale di f in x¢. Notiamo che, essendo v = Y | v;e;, risulta, per la linearita di df(xo),

df(XO)(v) = df(XO) Z Vi€; = Z Uzdf XO ez Z'Uz 83}
i=1 ¢

Se f & una funzione differenziabile in xg, si dice gradiente di f in xg, il vettore

Z 8%

11 differenziale di f si puo esprimere allora come 'applicazione di un prodotto scalare,

df(xo)(v) = Vf(x0) - v, Vv e R".

Consideriamo in particolare le funzioni f; cosi definite in R",
fl(x) =T, fQ(X) = Z2, 7fn(x) = Tn.

Poiché ogni funzione f; ¢ differenziabile,

dfi(x0)(v) = Vfi(x0) - v =) T;(XO)%‘ = bijvi=vi, (i=1,..,n)
j=1"" j=1
Ne segue che, posto in questo caso df; = dz;, e risultando i dz; indipendenti da xg,
dz;(v) = v;.

Possiamo allora riscrivere il differenziale di una qualunque funzione f in termini della n-upla di appli-
cazioni lineari dz;, (i =1,...,n). Posto dx = (dz,dzo,...,dz,), avremo

df(xo)(v) = Z gj (x0)dz;(v) = V f(x0) - dx(v), Vv e R".
=1 v

Osservazione. Nel caso n = 1, la definizione di funzione differenziabile si riduce a quella di derivabilita
di una funzione di una variabile reale. In tal caso si ha infatti, per h € R

1o Flo+h) = flao) - L(@o)h

= 0.
h—0 |h

da cui segue

e Esempi

1) Rifare il calcolo della derivata direzionale dell’esempio 1) del paragrafo precedente utilizzando
il gradiente della funzione.

La funzione ¢

f(z1, 22, w3, 24) = In(a} + 23) + 23 — 2.
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Poiché si ha
of 2x Of 2,5 Of ,  Of
ox1 - .7}% + x%’ 0xo N :U% + .1‘%7 0xs - » 0xy

= —21'4,

il gradiente in x9 = (1,0,0, 1) & dato da
Vf(x0) =(2,0,0,-2)

Ne segue
Dyf(x0) = V(x0) v = 5(2,0,0,-2)(1,1,~1,1)7 =0

2) Dimostrare che, dato il vettore costante X, il gradiente della funzione f(x) = x - X, definita in
R"™ & dato da x.

Dalla definizione di differenziale in xg abbiamo

lim f(x) = f(x0) = Vf(x0) - (x — o)

X=X 1% = ol

=0.

Nel nostro caso otteniamo
x-X—%0-X— Vf(x0)  (x=%0)] _ |(x—x0)-[X—Vf(x0)]

I = %ol - % = xo|

Posto x — xg = vt, dove v & un arbitrario versore e traducendo il limite per x — xg nel limite
per t — 0, otteniamo
[tllv - [x = V£ (x0)]]

Quest’ultimo risultato vale per ogni scelta del versore v € R™ e per ogni punto xg. Ne segue
dunque la tesi.

3) Dimostrare che il gradiente di f(x) = x- Ax, dove A & un operatore lineare indipendente da
x in R", ¢ dato da Ax + ATx.

Sempre per la definizione di differenziale, scelto un xg € R", in questo caso abbiamo

x - Ax —x0 - Axg — V f(x0) - (x — x0)

lim =0.
X—X0 |x — xo|
D’altra parte, si puo scrivere
|x - Ax — x0 - Axg — V f(x0) - (x — x0)|
I = ol
o x-Ax —x0- AX + %0 - AX — X0 - AXg — V f(x0) - (X — Xp)|
- % = ol
_ |(x—x0) - [Ax + ATx0 — Vf(x0)]]
[[x = %ol

Come nel caso precedente poniamo x — xg = vt e passiamo al limite per ¢ — 0. Otteniamo

(A ATxy —
0 — 1 IV TAGRo + ) + ATx0 — Vf(x0)]] _
t=0 Il

v - [Axg + ATxo — V f(x0)]]-

Questo risultato vale per ogni versore v e per ogni punto xg. Ne segue il risultato richiesto.
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Dimostriamo il seguente importante risultato.
Teorema 2.3 Ogni funzione differenziabile in xg € continua in Xg.
Dim. Calcoliamo la differenza f(x) — f(x¢). Si ha

f(x) = f(x0) — df(x0)(x — x0)

I = ol

f(x) = f(x0) = % — xol| + df(x0)(x — X0)-

Facendo uso della disuguaglianza triangolare, della disuguaglianza di Schwarz e osservando che d f (xg) (x—
xp) = Vf(x0) - (x — X¢), otteniamo

f(xo)| < ‘f(x)_f(X())—df(xo)(x — X0)

1769~ T I = xoll| + 9.7 x0) - (x = x0)
< [P =T CORZ) oy 4197l

Infine, passando al limite per x — xq e sfruttando la differenziabilita, ricaviamo

lim [£(x) — £(x0)| <0+ [[Vf(xo)l| Jim [x— o]l =0,

X—X0

da cui segue la continuita di f.

Teorema 2.4 Condizione sufficiente affinché la funzione f sia differenziabile in x¢ € che esista un
intorno sferico B,(xq) in cui f ammette derivate parziali e che queste siano continue in Xg.

Dim. Dimostriamo il teorema nel caso piu semplice, quello delle funzioni di due variabili. Sia f
definita in A € R? e sia xg € A, x € B.(xg) N A. Posto

f(x) = f(x0) = f(x,y) = f(zo,90) = f(x,y) = f(wo,y) + f(20,y) = f(20,40),

supporremo che la funzione abbia derivate parziali continue in xg. Applicando il teorema del valor
medio alle due differenze f(z,y) — f(zo,y) e f(zo,y) — f(z0,y0), rispettivamente negli intorni I, di
xg e I, di yo (con I, x I, C By(xg)), otteniamo

Fay) ~ faoy) = L )a—w0), & el
f(xo,y) — f(xo,90) = gjyc(ﬂﬁoafz)(y — ), &€y

Poniamo ora
Nlx,xa) = ) = (o) — 52 x0) o = a0) = 52 (xa)(y = o)

e sostituiamo i risultati precedenti.

0 0 0 0
Nexx0) = [T ) = 5 o) @ 00+ | G o) = 5L 0] (0= o)
Si ottiene cosl, in I, x I,
0 0 0 0
VOxxa) <[5 6100 = 5L o) o = ol + 5 0.~ T x| -
0 0 0 0
<{|5 6 - S|+ [ one) - o) 1=l
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Per la continuita delle derivate parziali, passando al limite per x — x si arriva a

[V (%, %0)|

lim =0.
x=xo ||x — xo
Ne segue la differenziabilita di f in xg.
La differenziabilita di una funzione di due variabili z = f(x,y) in un punto (zo,yp), consente di

definire il piano tangente al grafico della funzione in (z¢, yo, f(x0,%0)). A tale scopo denotiamo con
{(x, f(x)) € R3, x € A}, il grafico della funzione f. Il punto (zo, yo, 20 = f(z0,y0)) apparterra a tale
grafico. Consideriamo la funzione reale, di due variabili,

¢(x) = f(x0) + df(x0)(x — xo0)-
Posto z = ¢(x), si puo scrivere
0 0
20 = VF(xa) - (x = x0) = 52 (x0)(a — 20) + 5 (x0) = o)
Quest’ultima equazione rappresenta un piano in R3. Tale piano passa per il punto (Xg, f(xo)) ed il
versore n, ad esso normale, puo essere ricavato dal gradiente di f in xg. Si ha infatti

%(Xo)el + %(Xo)ez —es3

) 2 ) 2
le) le)
\/ 50| + [Zxo)] 1
Notiamo che, in forza della differenziabilita di f in xq,

i 00 =000 L FG0 — f(x0) — df (xo)(x ~ o)

oxo lx—xof| - xox0 [[x = %o

n—

=0.

Ne segue che la differenza f(x)— ¢(x) € un infinitesimo di ordine superiore a ||x —xp|| quando x — xg.
In analogia al caso della tangente al grafico di una funzione di una variabile reale, questa proprieta
corrisponde alla condizione di tangenza del piano z = ¢(x) al grafico di f in xp.

e Esempio

Verificare che la funzione di due variabili
flz,y) = %+ sin y

¢ differenziabile in x¢g = (1,0) e determinare I’equazione del piano tangente in (xg, f(xo)). La
funzione & definita in tutto R? e si ha
of

8—f—2x —— = cos
oxr 77 oy v

Le derivate parziali sono funzioni continue in tutto R2. Quindi la funzione f & differenziabile in
tutto R2. Poiché si ha
of of

or oy

ed essendo f(xg) = 1, si ottiene ’equazione del piano tangente,

(XO) =2, (XU) =1,

z—1=2(x—-1)+y.
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2.4 Funzioni vettoriali e funzioni composte

Consideriamo una funzione f : A C R™ — R™ che ad n-uple di numeri reali fa corrispondere m-uple
di numeri reali. E possibile estendere i concetti di limite e di continuita per tali funzioni, in modo
perfettamente analogo a quanto fatto per le funzioni vettoriali di una variabile reale. In particolare,
denotate con fi, fa, ..., fm, le componenti di f rispetto alla base canonica in R™, si dimostra facilmente
che

xllg}o f(x) =1 se e solo se xllg}o filx) =10, (i=1,..m),

essendo [; le componenti di 1 nella stessa base. Da cio segue anche che la continuita di f in un punto
Xg € A, & equivalente alla continuita delle sue componenti f; : A C R™ — R nello stesso punto xg.

Estendiamo ora il concetto di differenziabilita alle funzioni vettoriali di piu variabili.

Si dice che f : A C R™ — R™ e differenziabile in xg € A se esiste una applicazione lineare Ly, : R" —

R™ tale che
lim f(xo +h) — f(x0) — Lx,(h)

h—0 ||l

=0,

dove h € R" e dove il limite ¢ ovviamente inteso nel senso della norma di R"™. Come prima chiameremo
Ly, il differenziale di f in x¢ e lo denoteremo con df (xp). In base alle premesse fatte, il limite precedente
¢ equivalente agli m limiti

fi(xo +h) — fi(x0) — dfi(x0)(h)

li =0, i=1,...,m.
b0 ]| ' "

Quindi, una funzione f : A C R™ — R™ e differenziabile se e solo se lo sono le sue funzioni componenti.
Preso un generico versore v € R" si ha

-~ Of;
— oxy,

dfi(x0)(v) = Vfi(xo) - v = (%0)vg-
k

La matrice m x n di elementi

a.%'k
si dice matrice jacobiana della funzione f. Le righe di questa matrice sono costituite dalle componenti
dei gradienti delle f;.

Jik

e Esempio

Calcolare la matrice jacobiana della funzione f : R? — R3 , data da

fi(x) =2z -3y
fa(x) = sinzy
fa(x) =2cosz — 3siny,

nel punto x¢ = (0,0). Le componenti di f sono continue con derivate continue. Si ha

0, 0h_ ok
Ox T Oz " Oz

%:—3 %:xcosxy %:—?mosy.
oy Oy T Oy

= —2sinx
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Per x = x¢ si ottiene,

2 =3
J=10 0
0 -3

Consideriamo ora due funzioni f : ACR" - R™, eg: BCR"™ — RP, con f(A) C BesiaF=gof
la funzione composta F : A C R™ — RP, definita da

Enunciamo, senza dimostrare, i seguenti risultati.

Teorema 2.5 Sia f continua in xg € A e g continua in yy = f(xg). Allora la funzione composta
F=gof ¢ continua in xq.

Teorema 2.6 Sia f differenziabile in xg € A e g differenziabile in yo = f(x0). Allora la funzione
composta F = g of ¢ differenziabile in xq e si ha

dF(xo) = dg(yo) o df(x0).

Presive R"ew e R™, siha, peri=1,....mej=1,..p,

_ dg,
d fi(x0)( 8 dg;(yo)(w) = hZ:l Tyh(y'())wh
Dal teorema 2.6 si ottiene
"9 "9 - 15) 5]
AF () (v) = 3 2% y0) D 52 (o) agq 200 (x0) ) .
hel Yh 1 T —1 Yn Tk

Ne segue che la matrice jacobiana della funzione composta F ¢ data dal prodotto righe per colonne
delle due matrici jacobiane di g e di f, ovvero

Jr(x0) = J4(y0)Jf(x0) J;;c = Z quh‘]i{k‘
h—1

Consideriamo il caso particolare di f: ACR -+ R%®e g: B C R?® — R. Si ha

F(t) = g(f1(t), f2(t), f3(t)), t e A.

Calcoliamo la derivata di F in tg € A. Posto g = g(x1,x2,x3) si ha

3
F(to)dt = dF(to) = (Z a—g dJ;’“( )) dt.

da cui,
F(t9) = 5 (E(0)Fi(t0) + 52 (8(t0)) (1) + 5 (E(t0)) o)
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1) Calcolare la derivata prima della seguente funzione composta F' mediante la formula prece-
dente e in modo diretto, dopo aver ricavato esplicitamente F'(t),

f1 (t) = et
F(t) = (gof)(), fa(t) =sint g(x,y,2) = 2y — ysinx.
f3(t) = arctant,

Si ha

dg dg . Jg
— = —ycosxr, — =z-—sinr, — =Y
dy

ox 0z

Calcolando queste derivate parziali per z = e,y = sint, z = arctant, e sostituendo nella formula

_ 9y () 99

0
FI(0) = 5oL + 50 fa(0) + 5 i),

si ottiene )
F'(t) = sint (14—252 — el cos et> + cost(arctant — sin e').
Calcolando direttamente F'(t), si ha
F(t) = g(fi(t), f2(t), f3(t)) = arctantsint — sin ¢ sin e’,

da cui, derivando, si ottiene il risultato precedente.

2) Calcolare la matrice jacobiana della funzione composta F = go f, dove f : R? — R? e
g : R? = R? sono date da

{fl(w,y) =z {91(93,?;) = zeY¥

fQ(CL‘ay) =y, gZ(x)y) :yex

Si ha

or 0 ox oy T oy T

%:ey %:yex %:wey %:em

Ox T Oz T 0y © Oy '
da cui

?993:1 (2, zy) = €™, 68?1;2(95’373/) = wye’, %gyl(x’xy) = e %g;(x’xy) -

Ne segue

T T s — e ze™\ (1 0\  [(1+ay)e™ z2e™
E=29%0 = \pye®  €® y =) \ye*(l+z) xe® )~

3) Calcolare la matrice jacobiana delle funzioni composte F; = gof e Fy = fogdove f : R? = R
e g: R — R? sono date da

g1(t) = tet

_ 2
fa,y) =" +2y, {gg(t) =sin2t
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Le derivate sono

g:Z% ﬁ:

Nel primo caso si ha
g4+ 2y) =1+ 2 + 2y)e:’3262-y, gh (2% 4 2y) = 2cos(222 + 4y),

e di conseguenza

(1+ 22 4 2y)e®” 2
T =Jeds = ( 2 cos(2z? + 4y) (2x 2)
_ (2z(1+ 2%+ 2y)e” e 2(1 4 22 4 2y)e e
4z cos(2z? + 4y) 4 cos(2x2 + 4y) '

Nel secondo caso si ha

%(t@t, sin 2t) = 2te’, gi(t@t, sin 2t) = 2,

da cui
(1+t)et

T, = JpJy = (2te' 2) < 2 e 2t> =2te® (1 + 1) + 4 cos 2t = Fy(t).

2.5 Derivate successive e formula di Taylor

Le derivate parziali prime di una funzione f : A C R™ — R possono essere considerate funzioni nel
dominio B di derivabilita. Se tali funzioni sono derivabili, si potranno calcolare le derivate parziali
seconde, e cosi via si definiscono le derivate parziali terze, quarte, etc. In generale la derivata parziale
seconda
0% f
8ﬂfia$]’ ’

rispetto alle variabili x;, z; puo risultare diversa dalla derivata parziale rispetto a x;,x;, cioe quella
che si ottiene invertendo 'ordine di derivazione. Per esempio la funzione

o T @) #0.0)
fiwy) {o " ey = 0,0)

ha derivate parziali seconde in z = 0,y = 0 date da

0% f
oxdy

o0 f
0yozx | _o

x=0

)

Vale il seguente risultato, che non dimostreremo.



24 CAPITOLO 2. FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Teorema 2.7 (di Schwarz). Data una funzione f : A C R?2 — R con A aperto, e dato un punto
(xo,y0) € A, se le derivate parziali seconde

0% f 0% f
0xdy’ Oyox’

sono definite in un intorno sferico B,[(xo,y0)] e continue in (xg,yo) allora esse coincidono in (g, yo).

Il teorema di Schwarz si pud generalizzare a funzioni di n variabili di classe C* con k arbitrario.
Nell’ambito di validita di questo teorema possiamo calcolare le derivate parziali di ordine superiore al
secondo, senza preoccuparci dell’ordine in cui vengono effettuate le derivate stesse.

Consideriamo una funzione f € C¥(A), essendo A un aperto di R™. Preso xg € A, sia w € R" tale
che Bjw|(x0) C A. Consideriamo la restrizione F' della funzione f al "segmento” {x € R" : x =
xg +tw,t € [0,1]}, ovvero

F(t) = f(xo +tw).
Questa puo essere considerata una funzione composta di ¢ tramite la f e la x(¢) = x¢ + wt. Essendo

f € CF(A), sara F € C*([0,1]). Sviluppiamo allora la funzione F(t) nel suo polinomio di Taylor
attorno a ¢t = 0. Si ha

Jn (k)
F(t) = F(0) + F'(0)t + 2(0)752 te (O)t’“ + Ry (t,0).
In particolare, per t = 1, abbiamo
F(0 F®) (0
F(1) = F(0) + F'(0) + 2( ) +..+ k'( ) + Ri(1,0).

Osserviamo ora che

FO)=f (Xo)

Z O XO ws,
n agf
F// 0 — i
( ) P axlax] (X())’LU 'UJ],
FR@O) = ) —f(xo)wilwiz...wik.

a.’Eil 89% a.Tzk

11,02, ,0=1

Posto x = x¢ + w, avremo F'(1) = f(x) e w = x — X¢. Sostituendo nello sviluppo di F' otteniamo

£ = Fxo) + 3 5 (o) e 3% —a?)(z; — )

i=1 i,j=1

1 " 3kf 0 0 0
+..-+H E —(XO)(mu _xil)(xiz _xlz)(xlk _xik)
. o
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Questa espressione rappresenta la formula di Taylor per funzioni di piu variabili. Il resto R (x,xq)

delle formula di Taylor si pud scrivere nella forma di Lagrange, purche f € C*¥t1. Poiché si ha

FU(r)
Ry (1,0) = k+D con T € [0,1],
si ottiene
1
Rk(X)XO) (k—|—1)'><
. HU+1) f
Z 81:1'181:1'2 8$ik+1 (XO + TW)(xil - ZC?I)(.TiQ — x?2)”'(xik+1 — $?k+1)'

11,82, 501 =1
Osserviamo che, per ogni i = 1,...,n, si ha
i — 2] < [|x = xo.
Cio comporta che
| Ry (%, x0)| < Mil|x — xo|[*+1,

dove
n 8(k+1)f

1
My — —— _Z
TR D) e ) 2 i, .0,

11,82, 1 +1=1

(xp +wWT)

Ne segue che Ry (x,%g) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ||x — xo||*, ovvero

. Ry (x,x0)
1m ———
x—=xo [|x — x||*

=0.

e Esempio

Scrivere la formula di Taylor per la funzione f(z,y) = ye®™ attorno al punto (0,0) fino al terzo

ordine. Esplicitamente si ha

_ of of O f 0 f *f
ﬂ%w—fmﬂﬂykmﬁﬂ+a¢&®y 5 |52 0.002% + 250,002y + 55(0.0)5°
O f o f 2 o f & f 3
+ 9 350, 0)z3 +36x28y(0’0)x y+38x8y2(0’0) —1—87((),0)3/ } + R3(x,0).
Le derivate parziali che compaiono nella formula sono date da
af _ 2 1y 8f
82f 3,z 82f 2 T 82f 2 T
@:yey» 8x8y:(2y+yx)ey, @:(2$+$y)ey
Pf 4.y O >, 3 ay Of 2 2
ZJ T — T = (244 Ty
3
g‘é = (32 4 23y)e™Y
Y

Dopo aver valutato queste derivate in (0,0), otteniamo

f(z,y) =y + zy* + R3(x,0).
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Nel seguito sara utile avere una espressione di tipo vettoriale per la formula di Taylor con k = 2. Sia
xg € A esia f € C?. Per k = 2 possiamo scrivere

F(x) = f(xo) + Y gj (x0)(zi —a7) + 5 B o, X0)(Ti = 7)) (j — 25) + Ra(x,%0).
i=1 v

Introduciamo la matrice H(xg) i cui elementi sono dati da

P (o)
8xi8wj 0/

hij(x0) =

Si tratta di una matrice n X n, detta hessiana della funzione f in xq. Per il teorema di Schwarz essa
¢ simmetrica. Facendo uso di questa matrice la formula di Taylor si puo anche scrivere

£06) = f(x0) + A (x0) (x = x0) + 5 0x = x) - Fx0) (x — o) + Ralox, %0).

dove H(xq) ¢ un operatore lineare simmetrico in R™ a cui ¢ associata la matrice hessiana. Ricordiamo
infine che Ry ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ||x — x¢l|?.

2.6 Massimi e minimi relativi

Sia f: ACR"™ — R esiaxg e A. Sidice che xg ¢ un punto di massimo relativo (minimo relativo)
per f se esiste un intorno sferico Bs(xq) tale che Vx € Bs(xg) N A si abbia

fx) < flxo) (%) = f(x0))-

Teorema 2.8 Data f: A C R" — R differenziabile in un punto xq interno ad A, se Xg € un punto
di massimo o di minimo relativo, si ha

df(xo) = 0.

Dim. Dobbiamo dimostrare che sotto le ipotesi date, si ha df(x¢)(v) = 0, Vv € R"™. Supponiamo,
per fissare le idee, che xg sia un punto di massimo relativo per f. Allora f(x) < f(xp) per ogni
x € Bs(xp) N A. Preso un generico versore v € R™, consideriamo la funzione

F(t) = f(xo +tv),

dove t € R & tale che (xg + tv) € Bs(xg) N A. Poiché questa funzione ¢ una restrizione di f definita
in un intorno contenente xq, si avra f(xo +tv) < f(xo), quindi F'(¢) ¢ una funzione di variabile reale
che ammette un massimo relativo in t = 0. Ne segue che F’(0) = 0. Essendo

PO = 5L oy = afxo)v)
k

si avra df(xg)(v) = 0 per ogni scelta di v in R™. La dimostrazione ¢ identica nel caso si supponga
che x¢ sia un punto di minimo relativo.

Coerentemente con la terminologia usata nel caso delle funzioni di una variabile reale, chiameremo
punti di stazionarieta per f, tuttii punti per i quali df = 0. Osserviamo che ’annullarsi del differen-
ziale comporta "annullarsi del gradiente di f in xg e quindi di tutte le derivate parziali prime di f in
xq. Infatti, essendo

df(x0)(v) = Vf(xo) - v,
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si ha

df(xo)(v) =0, ¥WwveR" < Vf(x9)=0, < g;};f (x0) =0, (i=1,...,n).

Teorema 2.9 Sia f : A C R® — R una funzione di classe C? e sia xo un punto di stazionarieta
per f, interno ad A. Condizione necessaria affinché x¢ sia un punto di minimo relativo (massimo
relativo) € che la matrice hessiana in X sia semidefinita positiva (semidefinita negativa,).

Dim. Essendo f € C?, scriviamo la formula di Taylor per k = 2.

f(x) = f(x0) + df(x0)(x — x0) + %(X —x9) - H(x0)(x — x0) + Ra2(x,X0)-

Poiché xg ¢ un punto di stazionarieta, si ha df(x¢) = 0, e di conseguenza, posto x = xg + tv, dove v
¢ un generico versore in R™, avremo

1
f(xo+tv)— f(xo) = itzv -Hv + Ry(x0 + tv,Xo),

dove abbiamo fatto uso della linearita dell’operatore H. Supponiamo ora che xg sia un punto di
minimo relativo. Esistera un intorno di ¢ = 0 in cui f(xo + tv) — f(x0) > 0 e quindi, in quell’intorno

v-Hv + 2t_2R2(X0 + tv,xq9) > 0.

D’altra parte, si ha
Ro(x, . R tv,
0= lim 72@( X0) = lim 2(X + v, Xo)
X—XQ ||X—X0||2 t—0 t2

quindi, essendo v - Hv indipendente da ¢, si ha

0< %in%[v “Hv + 2t 2Ry (x¢ + tv,%¢)] = v - Hv.
ﬁ

Questo risultato vale per ogni scelta di v quindi H e semidefinito positivo, cioe la matrice hessiana in
Xq € semidefinita positiva. In modo perfettamente analogo si dimostra che se il punto xg & di massimo
relativo, allora la matrice hessiana in xg deve essere semidefinita negativa.

Il teorema precedente fornisce solo una condizione necessaria affinché un punto di stazionarieta sia un
massimo (o un minimo) relativo. La condizione non ¢ sufficiente. A questo proposito consideriamo il
seguente esempio.
Data la funzione

f(fff,y) = '12 - y47
cerchiamo i suoi punti di stazionarieta imponendo ’annullarsi del differenziale, ovvero I’annullarsi delle
sue derivate parziali prime. of

ox

da cui ricaviamo xp = (0,0). La matrice hessiana in tale punto ¢

1o =3 o).

e risulta semidefinita positiva, in quanto v - H(0)v = 21)% > 0. La funzione, tuttavia, non possiede
un minimo in (0,0) perché risulta positiva lungo 1’asse delle = e negativa lungo 'asse delle y, in un
qualunque intorno di (0, 0).

22 =0,
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Teorema 2.10 Sia f : A C R® — R di classe C? e sia xo un punto di stazionarietd per f, interno
ad A. Condizione sufficiente affinché xq sia un punto di minimo relativo (massimo relativo) é che la
matrice hessiana in xg sia definita positiva (definita negativa).

Dim. Nellipotesi f € C2, ed essendo xq di stazionarieta, possiamo scrivere

£06) = fxa) = 505 = x0) - (o) (x — o) + Ra (3, X0),

in un intorno di xg contenuto in A. Poiché H(x(p) € una matrice simmetrica, essa ammettera n
autovettori ortonormali eq, e, ..., €,. Questi autovettori formeranno una base in R” e potremo scrivere

n

X —Xp = E C;€;.

=1

si ottiene cosl,
n
H(x0)(x — x0) = H(xo) Zczez Z ci)\(’)ei,
i=1

essendo A9 gli autovalori corrispondenti. Moltiplicando scalarmente a sinistra per (x —xg), otteniamo
n
(x —xp) - H(x0)(x — x0) Z CicjA e] e, = Z:/\(’)c2
t,j=1 i=1

Supponiamo ora che H(xg) sia definito positivo. Allora tutti i suoi autovalori sono positivi. Quindi,
preso il piu piccolo tra questi, chiamiamolo A, avremo

(x —xp) - H(xp)(x — x0) Z)\’)CQ>)\ZC = \[|x — %ol

Si ottiene cosi )
f(x) — f(x0) > *;\HX — xo||* + Ra(x, %o).

Ricordando che Ry & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a [|x —xg||?, fissato un € < %)\ esistera

un intorno Bs(xp) in cui
1< R2 (X XQ) 1<
— A< —e< /5 < e < ),
2 x—xol? =52
e quindi f(x)— f(x0) > 0, Vx € Bs(x0)NA. In modo perfettamente analogo si procede per dimostrare
che se nel punto di stazionarieta xg di f la matrice hessiana & definita negativa, allora xg € un punto

di massimo relativo per f.

I risultati precedenti forniscono un metodo di ricerca dei massimi e dei minimi relativi di una funzione
di pitu variabili. In pratica, bisogna cercare i punti di stazionarieta della funzione e, in tali punti,
calcolare la matrice hessiana. Se questa matrice risulta definita abbiamo sicuramente un punto di
massimo o di minimo relativo. Se la matrice hessiana non & né definita ne semidefinita, cioe, come
si usa dire, € non definita, il punto non € né di massimo ne di minimo. Nel caso di funzioni di due
variabili, un punto in cui la matrice hessiana non & definita si dice punto di sella. Si consideri ad

esempio la funzione f(z,y) = 22 — y?. Essa ha un unico punto di stazionarietd in (0,0) e la sua

matrice hessiana in questo punto e
2 0
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che non ¢ definita. Il punto (0,0) ¢ allora un punto di sella. Esso ¢ caratterizzato dal fatto che la
restrizione della F' lungo la retta y = 0 ha un minimo in (0,0) mentre la restrizione della F' lungo la
retta z = 0 ha un massimo in (0,0) (vedi il grafico della funzione, in figura).

Per stabilire se la matrice hessiana ¢ definita, basta calcolarne gli autovalori. Se questi sono tutti
positivi o tutti negativi, la matrice sara definita rispettivamente, positiva o negativa. Se gli autovalori
sono tutti non negativi o tutti non positivi la matrice sara semidefinita rispettivamente, positiva o
negativa. In tutti gli altri casi I’hessiana sara non definita.

o Esempi

1) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo della funzione

flz,y) =2 +y° — ay.

Determiniamo i punti di stazionarieta, imponendo 'annullarsi delle derivate parziali prime. Si

ha of
_— = 2 — =
9z XY 0,
of a2 _
By 3y° —x =0,

da cui si ottengono i due punti di stazionarieta x; = (0,0),x2 = (1/12,1/6). La matrice hessiana

| o= )

ne= (2 ) me= (2 ).

Determiniamo gli autovalori di H(x1). Dall’equazione caratteristica

si ha, allora

det(H(x1) = M) =X -2A—-1=0
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ricaviamo A; = 14++v/2, Ay = 1—+/2. Poiché \; > 0, A2 < 0, ne segue che la matrice H(x1) & non
definita, quindi x; & un punto di sella. Determiniamo gli autovalori di H(x2). Dall’equazione
caratteristica

det(H(x2) — M) = A2 =3\ +1=0,

otteniamo,

3+vh _3-6

2 2Ty

Ambedue gli autovalori sono positivi quindi la matrice hessiana risulta definita positiva. Il punto
X9 ¢ allora un punto di minimo relativo per f.

A =

2) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo della funzione
flz,y,2) =22 + 2% + 22 + zy — z2.

Impongo le condizioni di stazionarieta

of B
of

7:4 =

ay y—+ax =0,
of B
—82—2z—x—0,

che ammettono la sola soluzione x = (0,0,0). Si ha

2 1 -1
HO) =1 4 0
-1 0 2

da cui si ricava

det(H(0) —AX) =0 = —A>+8)\2—18\+10=0.

Questa equazione non ammette radici non positive quindi le tre radici saranno necessariamente
positive e la funzione avra in (0,0,0) un punto di minimo relativo.

3) Determinare gli eventuali punti di massimo o di minimo della seguente funzione
fz,y) = 32% — y* + 22y — .
La condizione di stazionarieta implica

6rx+2y—1=0
—2y+2x =0

da cui si ricava 'unico punto di stazionarieta

11
Xo=1|=,=].
0= \8's

La matrice hessiana ha elementi costanti e vale

H:@ _22>.
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I suoi autovalori sono

A =2 — 2V, Ao = 2+ 25,

L’hessiana € dunque non definita ed il punto trovato ¢ un punto di sella.

31
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Capitolo 3

Spazi metrici

3.1 Metrica

Sia W un insieme e u, v due suoi elementi. Si definisce distanza o metrica su W una funzione d(u,v)
che ad ogni coppia di elementi di W fa corrispondere un numero reale tale che

a) d(u,v) >0, con d(u,v) =0 seesolose u=uv,
b) d(u,v) = d(v,u),
¢) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), Yu,v,we W.

Un insieme dotato di una distanza cosi definita si dice spazio metrico.

e Esempi

1) Dato lo spazio vettoriale R, definiamo la distanza tra due numeri reali =,y come
d(l‘,y) - ‘:B - y’

E immediato verificare che questa distanza ¢ una metrica in R. Lo stesso vale per un qualunque
intervallo (a,b) C R.

2) Dato lo spazio vettoriale euclideo E,, definiamo
d(u,v) =|Jlu—v|, Yu,v € E,.

La distanza cosi introdotta in E,, ¢ una metrica infatti si ha

lu—v| >0, con |lu—v||=0, seesolose u—v=0.
lu—v[=V@-v) (u-v)=V(v-u) (v-u)=|v-ul,
lu—v|=llu-—w+w—-v|| <|[u—-w||+|w—v| (perladiseg. triang.),

e lo spazio F,, assume la struttura di spazio metrico.

3) Sia C(]a, b]) lo spazio delle funzioni reali di variabile reale continue in [a, b]. Date due funzioni
fyg € C([a,b]), definiamo
d(f,g) = sup |f(z)—g(z)|

z€la,b]

33
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Questa definizione ha senso in quanto le funzioni di C(]a, b]) sono limitate in [a, b]. Sono inoltre
soddisfatti i requisiti della metrica, in quanto,

sup |f(z) —g(x)| >0, (=0 seesolose f(z)=g(x) identicamente),

z€[a,b]
sup |f(z) —g(z)| = sup |g(z) — f(z)],
z€(a,b] z€[a,b]
sup |f(z) —g(x)| = sup [f(z) — h(z)+ h(z) — g(z)]
z€[a,b] z€[a,b]
< sup [f(z) —h(z)|+ sup |h(z)—g(a)],
z€[a,b] z€[a,b]

quindi lo spazio C([a, b]) assume, con la definizione data, la struttura di spazio metrico. Questa
metrica si dice anche metrica della convergenza uniforme. Tale denominazione sara chiarita in
seguito.

4) Sia C" 'insieme delle n-uple ordinate di numeri complessi z = (21, 22, ..., 2, ). Poniamo

Con questa distanza C™ assume la struttura di spazio metrico. La verifica delle proprieta a)-c)
segue dalle proprieta dei moduli dei numeri complessi ed ¢ immediata.

Nel seguito chiameremo semplicemente punti gli elementi di uno spazio metrico.

Consideriamo uno spazio metrico W ed una successione di punti {y,}newy di W. Diremo che {y,}
converge al punto y € W e scriveremo lim,, o ¥n = ¥, Se, fissato un € > 0, esiste un indice v € IN tale
che per n > v si abbia

d(yn,y) <&,

essendo d la metrica di W. In altri termini, la convergenza di una successione di punti in W e
equivalente alla convergenza della successione numerica

h = d(yna y),
a Zero.

Si dice che una successione {y, } di punti di uno spazio metrico ¢ di Cauchy (o fondamentale) se, fissato
un € > 0, esiste un indice v € IN tale che, per ogni coppia di indici n,m > v si abbia

A(Yn, ym) < €.

Osserviamo subito che ogni successione convergente in uno spazio metrico W & di Cauchy. Infatti,
dalle proprieta della metrica e dall’ipotesi di convergenza, abbiamo

d(Yn, Ym) < d(Yn,y) + Ay, Ym) = d(Yn,y) + d(ym,y) < 2,

per ogni coppia di indici n,m > v. Viceversa e possibile avere successioni fondamentali che non sono
convergenti. Per esempio, I'insieme dei numeri razionali Q con la metrica

d(.%"y):‘l'—y‘, vxayEQ
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€ uno spazio metrico. Consideriamo la successione in Q
1 n
Yn = <1 + > .
n
Essa risulta di Cauchy, in quanto, posto m = n + p, si ha
1\" 1\" 1\ 1\"
(1+> —<1+) —<1+ ) —(1+) <
m n n—+p n
1\"P 1\" 1\" 1\? 1\?
(1+> - (1+> - <1+> [<1+> _1} <3[<1+) _1].
n n n n n

Fissato un € > 0, e comunque preso p, si puo certamente trovare un v tale che per ogni n > v 'ultimo
termine della disuguaglianza precedente venga maggiorato da €. Ne segue che

(5) - (3)

e quindi la successione data ¢ fondamentale. D’altra parte sappiamo che questa successione numerica
converge al numero e che non appartiene a Q. La successione non & dunque convergente in Q.

<e, Vn,m>v,

3.2 Convergenza uniforme

Uno spazio metrico W si dice completo se ogni successione di Cauchy di punti di W & convergente.

Introdotta la metrica d(x,y) = |z — y| in R consideriamo un intervallo chiuso [a,b]. Dimostriamo che
[a, b] & uno spazio metrico completo. A tale scopo consideriamo una successione {z,} di punti di [a, ]
che sia di Cauchy. Tale successione sara ovviamente limitata ed ammettera quindi una sottosuccessione
{Zn, }rew convergente a un punto Z di [a,b], ovvero esistera un k; € IN tale che |z, —Z| < § per
k > k1. D’altra parte, essendo {x,} di Cauchy, avremo che per n,m > v, |z, — 2| < §. Detto k2 un
indice tale che v < ny,, prendiamo k > max{k1, k2} e avremo

€ €
\xn—f]:]xn—xnz—&—xng—flg]xn—xnz\+\xnz—§]<§+§:s

per n > nz. Otteniamo cosi la convergenza di {z,} a Z.

Teorema 3.1 L’insieme delle funzioni continue f : [a,b] — [c,d], con la metrica d(f,g) = max,¢|q4)
|f(z) — g(x)|, & uno spazio metrico completo.

Dim. Introduciamo la metrica d(x1,z2) = |x1 — z2| negli intervalli [a,b] e [¢,d]. Consideriamo una
successione di Cauchy {f,} di funzioni continue f, : [a,b] — [c,d] e dimostriamo che f,, converge ad
una funzione continua f : [a,b] — [c,d]. Fissato T € [a, b], avremo

d(fn(T), fn(T)) = [n(T) = fm(@)| < d(fn; fm) <& nym >,

e quindi la successione numerica { f,(Z)} ¢ di Cauchy. Poiché [c,d] & completo, tale successione sara
convergente ad un certo numero di [c,d], che indicheremo con f(Z). Poiché questo risultato vale per
ogni scelta di T € [a,b], rimane cosi definita una funzione f(z) da [a,b] in [c,d] che & il limite di
{fn(z)}. Facciamo vedere che f ¢ continua. Preso xg € [a,b], per la proprieta c¢) della metrica avremo

() = f(xo)| < d(f(2), f(w0)) < d(f(x), fu(®)) + d(fn(2), fa(0)) + d(fn(20), f(20)), Yz € [a,b].
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Per quanto detto finora, fissato € > 0, esistera un indice v tale che, per n > v e per ogni x € [a, b],

d(f(x)7fn(x)) <3 d(f(xO)a fn(xO)) <

w| ™
W ™

Scelto allora 7 > v, possiamo scrivere

A (), f(0) < 5+ dlfula), flwo)).

£

Ma fr(z) ¢ continua in zo, quindi esistera un intorno Is5(zo) tale che | fr(z) — fa(zo)| < §,

lentemente, x € I5(xo) = d(fm(x), fa(zo)) < §. In conclusione avremo

[f (@) = f(xo)| < d(f(2), fz0)) <&, Va € ls(xo),

ovvero la continuita di f(x).

0, equiva-

La convergenza di una successione di funzioni f,(z) alla funzione f(x), secondo la metrica d(f,g) =
SUPgelap) |f(2) — g(2)], si dice convergenza uniforme. Questo tipo di convergenza differisce dalla
semplice convergenza puntuale di una successione di funzioni. Per chiarire questo concetto osserviamo
che, fissato un T € [a, b], la disuguaglianza

|fn(f)_f(j)| <g, per n > v,

comporta la convergenza della successione numerica f,(Z) a f(Z). Il numero v dipendera da T. Se
allora accade che
Vo [abl, |fal@) - f@)] <e, pern > v(a),

avremo la convergenza puntuale di f,, a f nell’intervallo [a, b]. La convergenza uniforme richiede invece
che, per n > v, sia soddisfatta la disuguaglianza (che non & piu condizionata dal valore di z in [a, b]),

Poiché si ha

(@) = f(@)] < sup |fu(z) = f(2)] = d(fn, f),

z€[a,b]

la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale in [a, b]. Tuttavia una successione di funzioni
puo convergere puntualmente in un intervallo ma non essere, in quello stesso intervallo, uniformemente
convergente.

e Esempio

Consideriamo la successione di funzioni
fo(z) =n%e ™, x€]0,1], acR.
Tale successione converge puntualmente a f(z) = 0 in [0, 1] in quanto

lim n®ze "™ =0, vz € [0, 1].

n—o0

Consideriamo ora la convergenza uniforme e calcoliamo

d(fn,0) = sup |[n%xe "*| = max (n“ze”

z€[0,1] z€[0,1] )
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Considerata come funzione di = € [0, 1], f,, ha un massimo assoluto in x = %, da cui
na—l
(1 0) = "

Se a < 1 la successione di funzioni convergera uniformemente a 0, mentre, se a > 1, f,,(z) non
convergera uniformemente.

3.3 Teorema delle contrazioni
Sia W uno spazio metrico. Consideriamo una funzione F' : W — W tale che
d(F(u), F(v)) < ad(u,v), Yu,v € W,
con a € (0,1). Ogni funzione F' che soddisfa questa proprieta si dice una contrazione in W.

Teorema 3.2 (delle contrazioni). Dato uno spazio metrico completo W ed una contrazione F : W —
W, esiste un unico punto u € W, detto punto fisso di F, tale che

F(u) = a.
Dim. Sia ug € W. Costruiamo la successione di punti in W
up = F(ug), w2 =F(u1), .. up=F(up_1),
Poiché, per ipotesi, F' € una contrazione, avremo
A(Up41,Un) = d(F(up), F(up—1)) < ad(ty, up-1).
Da questa, per induzione, otteniamo
d(tny1,upn) < a™d(uy, up).
Prendiamo un m > n. Applicando m — n volte la disuguaglianza triangolare, abbiamo

d(Um1,Un) < d(Umi1, Um) + d(Um, Um—1) + . + d(Unt1, Un)
< (@™ +a™ 4 a™)d(ur, ug)
1— amfn+1

=ad"(1+a+..+a™ ™d(up,ug) =" .
-«

n

11—«

d(Ul, UO)

<

d(uq,ug).

Per n sufficientemente grande I'ultimo termine di questa disuguaglianza puo essere reso piccolo a
piacere, quindi la successione {u,} ¢ di Cauchy. Poiché W & completo, essa & anche convergente e
chiameremo % il suo limite.

Dimostriamo ora che % ¢ un punto fisso per F'. Posto F(u) = u
Si ha

*, consideriamo la distanza d(u,u™).

d(u,u*) < d(t,up) + d(tn, upt1) + d(ups1, u*).
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Poiché {u,} converge a u, fissato un £ > 0, si puo trovare un v; € IN tale che, per n > 14
d(u, uy) <
D’altra parte, essendo {u,} di Cauchy, esistera un v, € IN tale che, per n > vy,
A(Up, Upt1) < %,
ed inoltre, per n > vy,

A(uns1,u*) = d(F(up), F(@)) < ad(up, @) < %a < %

Ne segue che, per n > max{v, 1},
d(u,u”) < e.

Per ’arbitrarieta di ¢ si ha allora © = u*.
Dimostriamo infine che il punto fisso € unico. Se infatti esistesse un altro punto 4 tale che F(4) = 4,
allora si avrebbe

d(u,u) =d(F(a),F(u)) <ad(u,u) = d(u,a)(1—a)<0.
Ma « < 1 per ipotesi, quindi deve essere

du,u) =0, = 4=ua.



Capitolo 4

Equazioni differenziali

4.1 Equazioni del primo ordine

Una equazione differenziale di ordine n per la funzione y(¢) € una equazione in cui compaiono le
derivate, al piu di ordine n, della funzione y(t). In generale essa ha la forma

F(t,y,y, ...,y(”)) =0.

Qualora sia possibile esplicitare la derivata di ordine massimo come funzione di ¢, di y(t) e di tutte le
derivate di ordine minore di n, 'equazione differenziale si puo porre nella forma

y(n) = f<t7 y? y/7 b y(nil))7
detta forma normale.

e Esempio

L’equazione
(Y™ = D™ — 1)+ 2e"y =0

& una equazione differenziale di ordine 5. Essa si puo porre in forma normale. Infatti & possibile
dividere I’equazione per (y(4) — 1), in quanto, se fosse y(4) = 1, integrando quattro volte, si
avrebbe y = 2—14254 + %clt?’ + %CQtQ + c3t + ¢4. Sostituendo si otterrebbe 'eguaglianza

L3 2 t
§t + c1t® + 2¢cot + 2c3 | e" =0,
la quale non ¢ identicamente soddisfatta per alcuna scelta delle costanti c1, ca, 3. Si puo scrivere

allora ooty
() _4_ <Y
Y t y(4) _ 17

che & la forma normale dell’equazione di partenza.

Una equazione del primo ordine in forma normale si scrive

y/ = f(tv y)

39
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Nel caso piu semplice, in cui f non dipende da y, I’equazione si risolve immediatamente tramite una
integrazione, in quanto y risulta essere una primitiva di f, e si ha

=), = y= / £(t) dt.

La funzione y sara individuata in modo univoco se si conosce il suo valore per un determinato valore
di t, per esempio tg, e si ha

t
y(t) =ylto) + | f(r)dr.

L’insieme di tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y' = f(t,y) si dice integrale generale mentre
ogni soluzione soddisfacente la condizione y(tg) = yo con yo assegnato, si dice un integrale particolare.
Pit avanti, sotto opportune ipotesi, dimostreremo ’esistenza e 'unicita della soluzione dell’equazione
y' = f(t,y) una volta assegnata la condizione y(tg) = yo. Nella pratica perd, spesso non si riesce a
trovare l'integrale generale o una soluzione particolare di una equazione differenziale. Esistono inoltre
metodi sistematici di soluzione solo nei casi piti semplici come quello delle equazioni lineari, che saranno
studiati in seguito.

Uno dei casi in cui & possibile integrare una equazione del primo ordine in forma normale ¢ quello
in cui la funzione f(¢,y) puod essere fattorizzata come f(t,y) = f1(t)f2(y). In questo caso si dice che
I’equazione

v = h(t)fa(y),

¢ a variabili separabili. Se si conosce una primitiva Fy di 1/f>(y) ed una primitiva Fy di fi(t), allora
I’equazione precedente puo essere cosi integrata

y dy dy
R T gy A0 = f2(y)_/f1(t)dt

= F(y) =Fi(t) +ec

L’ultima equazione rappresenta, in forma implicita, 'integrale generale della equazione di partenza.
Se la funzione Fj ¢ invertibile, allora si ottiene I'integrale generale in forma esplicita

y(t) = F5 ' [Fa(t) + ).
Assegnato y(0) = yp, si ottiene una soluzione particolare con
¢ = Fa(yo) — F1(0).

e Esempi

1) Trovare l'integrale generale dell’equazione 3y’ = y/t. Separando le variabili si ottiene
d dt d dt
dy _dt / dy _ / dt.
y ot Y t

Injy|=Inft[+c = |y| =kt

da cui si ricava

dove k = e°. Questa soluzione si puo sempre scrivere nella forma

Yy = klt, kl 7é 0.
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Osserviamo che nel separare le variabili abbiamo diviso per y, perdendo cosi la soluzione parti-
colare y = 0. Possiamo inglobare questa soluzione nell’integrale generale trovato, eliminando la
restrizione k1 # 0.

2) Trovare la soluzione particolare dell’equazione
y = (1+y?)sint,

soddisfacente alla condizione iniziale y(0) = 1. L’equazione & a variabili separabili. Possiamo
dividere ambo i membri per (1 + 4?) che & sempre diverso da zero, ottenendo

—~2 - =sgintdt = arctany = —cost + c,
1+y? Y -

da cui ricaviamo, esplicitamente, 'integrale generale, y(t) = tan(—cost + ¢). Imponendo la
condizione iniziale si ha

arctanl = —cosO0+c¢ = c¢c=-—+1.

IS

La soluzione richiesta ¢ dunque,

y(t) = tan(1 + Z — cost).

Certe equazioni possono essere ricondotte nella forma a variabili separabili. Per esempio ’equazione

i3

detta di tipo omogeneo, pud essere risolta mediante la sostituzione y = tz. In tal modo si ha v/ = z+t2’
e l'equazione diventa una equazione a variabili separabili per la funzione z(t),

dz _dt
(SRS

L’integrale generale si puo allora esprimere in forma implicita come

dz
/f(z)_z—ln\t\—i—c.

Un altro esempio ¢ quello delle equazioni nella forma

dt=f(z)—2 =

y' = flat +by).

In tal caso infatti, effettuando la sostituzione z = at + by, si ha v = (' — a)/b e quindi

dz dz
b ta T t:/bf(z)+a'
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o Esempi

1) Determinare I'integrale generale della equazione

;YR ty +
Y -T2

Si tratta di una equazione omogenea in quanto il secondo membro si pud scrivere come 2?4z +1,
essendo z = y/t. Effettuando la sostituzione e integrando si ottiene

== = arctanz = In|t| + ¢,

da cui
z(t) =tan(ln|t| +¢) = y(t) =ttan(In|t| + ¢).

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y=—+41
Effettuiamo la sostituzione ¢ — y = z. Otteniamo
1
Z=—= = zdz=-dt,

z

da cui, integrando, si ricava l'integrale generale

P=-2+c = (t—-y?=-22+c

Una equazione del primo ordine in forma normale si dice lineare se f(t,y) ¢ una funzione lineare di y
cioe se
fty) = q(t) +p(t)y.

Supporremo qui che le funzioni p(t) e ¢(t) siano continue in un dominio D C R. L’equazione lineare

Y —p(t)y = q(t),

si dice omogenea se q(t) ¢ identicamente nulla. In quest’ultimo caso 1’equazione ¢ a variabili separabili
e si ha
dy
Yy
dove con P(t) abbiamo indicato una primitiva di p(¢). Si ricava cosi 'integrale generale dell’equazione
omogenea,

p(t)dt, = Inly|= /p(t) dt+c= P(t) +c,

y(t) = ke,

dove k € R. Osserviamo in particolare che la soluzione § = 0, persa nella separazione di variabili, si
ottiene per k = 0.
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L’integrazione dell’equazione non omogenea si puo effettuare mediante il cosiddetto metodo della
variazione della costante, una volta noto 'integrale generale dell’equazione omogenea corrispondente,
detta equazione omogenea associata. A questo scopo cerchiamo una soluzione particolare nella forma

9(t) = k(t)e",

dove k(t) ¢ una funzione continua tale che k(tp) = 0, con ¢ty € D. Verifichiamo che tale soluzione esiste
e calcoliamo k(t). Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo infatti

[K () + k(t)p(D)]e™™ — p()k()e™™) = q(t),
da cui
K (t) = q(t)e O,
Integrando sull’intervallo [to,t] C D e ricordando che k(tp) = 0, otteniamo
t
k(t) :/ q(r)e P ar.
to

Abbiamo cosi dimostrato che .
i) =" [ q(rje ) dr
t

0

& una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Consideriamo ora una qualsiasi altra soluzione
y(t) dell’equazione non omogenea. Poiché si ha contemporaneamente

g = p(t)g+q(t)
g = pt)j +q(t).

sottraendo membro a membro queste due eguaglianze, otteniamo

Ne segue che y — gy € soluzione dell’equazione omogenea associata, cioé esiste una costante k per cui
§—1 = ke’ ®. Concludiamo allora che tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea hanno la forma

t
y() = keP® 1§ = kPO 4 PO / g(r)e P dr.
to

In altri termini, I'integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ dato dalla somma della soluzione
particolare g(t) e dell'integrale generale dell’equazione omogenea associata. Piu avanti generalizzeremo
questa conclusione al caso di equazioni lineari di qualsiasi ordine.

e Esempi

1) Determinare I'integrale generale dell’equazione lineare
; 1

Yy +ytant = —.

sint
Ricaviamo prima la soluzione dell’omogenea associata

y/
y/ = —ytant = — = —tant,
)
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da cui, integrando,
In|y| =In|cost|+¢ = gy=kcost, keR.

Facciamo variare la costante ponendo k = k(t). Abbiamo
y=k(t)cost = ¢ =k cost— ksint.

Sostituendo nell’equazione non omogenea ricaviamo

1
sintcost’

K'(t) =
da cui integrando,
k(t) = —In|cost| + In|sint| + k1 = —In| cot t| + k.
Ne segue l'integrale generale della non omogenea

y(t) = k1 cost — costln|cott|.

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione lineare
y 2ty =t+ 17

Dalla omogenea associata si ricava y = ke~ con k € R. Facendo variare la costante si ha
y = (K — 2kt)e . Sostituendo si ottiene

3 2
E = (t+t)e",
la cui integrazione fornisce

1
k(t) = §t26t2 + k.

Si ottiene cosl l'integrale generale della non omogenea

1
y = kle_tz + 5252.

Alcune equazioni differenziali del primo ordine in forma normale possono essere ridotte mediante una
opportuna sostituzione ad equazioni lineari. Consideriamo per esempio 1’equazione di Bernoulli

y +pt)y=f(t)y", con n#l.

Se dividiamo per y" (osserviamo che y = 0 & comunque soluzione), abbiamo

Yy "+ p)y T = ().

Posto z = y!™", otteniamo 2’ = (1 — n)y'y~™ da cui, sostituendo troviamo una equazione lineare per

2,

1
1—n

2 +p(t)z = ().
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Consideriamo 1’equazione di Riccati

Y +pt)y +q(t)y* = f(t).

E possibile trasformare questa equazione in una equazione di Bernoulli e quindi in una equazione
lineare. Per raggiungere tale scopo € necessario perd conoscere una soluzione particolare y; (t) dell’equa-
zione di Riccati. Posto y = y; + 2, si ha

v+ 2+ p) (v + 2) +a(t) (1 + 2)° = f(8),
e sfruttando il fatto che y; ¢ una soluzione, ci si riduce all’equazione
2+ [p(t) + 2q()y1]z + q(t)2* = 0,

che & una equazione di Bernoulli.

Oltre a singole equazioni differenziali studieremo i sistemi di equazioni differenziali, le cui incognite
sono n-uple di funzioni y;(t), (¢ = 1,...,n). Un sistema di equazioni differenziali del primo ordine in
forma normale puo essere scritto come

v = filt, v y2, s Yn)

yé = fQ(t7 Y1,92; - yn)

Y = fu(t,y1,92, s Un)

L’integrale generale del sistema ¢ costituito da tutte le n-uple y;(t), (i = 1,...,n) che soddisfano tutte
le equazioni del sistema. Si puo dare una forma pit compatta alle equazioni precedenti introducendo
una funzione vettoriale y(¢) di componenti y;(¢), (i = 1,...,n) a valori in R"™ ed una funzione vettoriale
di n + 1 variabili f : R"*! — R™. Scriveremo allora

y =£(t.y).

E importante osservare che se sappiamo risolvere un sistema di equazioni differenziali del primo ordine
in forma normale, possiamo anche risolvere equazioni o sistemi di equazioni in forma normale di ordine
superiore al primo. Consideriamo il seguente esempio. L’equazione

y W+ 2y ey = t(1+y"),
¢ del quarto ordine e puo essere espressa in forma normale. Poniamo
1 "

. . . .
y=1uy, Y =uU =1U, Y =Uy=:U3, Y =U3=!Uq.

L’equazione data si puo scrivere nella forma di un sistema per uq, usg, us, ug, cioe

ul = U9
UIQZU3
ué:uzl

uy = —2uzuge™ +t(1 + ug),

ovvero nella forma
u = f(t,u),
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dove
u = (u1,ug, ug, us), f = (f1, f2, f3, fa),

con
fl(t,U1,’LL2,’LL3,U4) = U, fQ(t,Ul,UQ,Ug,@M) = us,

fa(t, ut, ug, us3, ua) = ua,  fa(t,ur,u2,us, us) = —2uzuge” + t(1 4 ug).

In generale, una equazione di ordine k in forma normale si puo trasformare in un sistema di k equazioni
del primo ordine in forma normale.

4.2 Teorema di esistenza e unicita
Consideriamo un sistema di equazioni differenziali del primo ordine in forma normale

y =f(t,y),
e supponiamo di avere assegnato il valore della funzione vettoriale y(t) per t = to, ovvero y(ty) = y°.

Si dice problema di Cauchy il sistema
{y’ = f(t,y)
y(to) =¥,
formato dall’equazione differenziale vettoriale per la funzione y(t), in forma normale e dalla condizione
iniziale imposta su tale funzione. Sotto opportune ipotesi di regolarita della funzione vettoriale f e
della funzione y(¢) si pud dimostrare che esiste una ed una sola soluzione al problema di Cauchy.

Consideriamo per il momento il caso di una sola equazione differenziale per la funzione y(t) e scriviamo
il problema di Cauchy nella forma

{y, = f(tv y)

y(to) = yo-

Supponiamo che la funzione f : R? — R sia continua e integriamo tra to e ¢ ambo i membri
dell’equazione differenziale. La funzione y(t) risultera soddisfare I’equazione integrale

y(t) = yo + t f(r,y(r))dr.

D’altra parte, se y(t) ¢ una funzione continua con derivata continua, che sia soluzione di questa
equazione integrale, allora risulta y(tg) = yo e ¥’ = f(t,y(t)), cio¢ essa ¢ soluzione del problema di
Cauchy. In sintesi possiamo dire che una funzione y(t) con derivata continua e soluzione del problema
di Cauchy se e solo se soddisfa ’equazione integrale precedente.

Cerchiamo soluzioni y(t) € C*(D), essendo D = {t € R : |t — ty| < J}. Poiché tali funzioni sono
limitate e y(tp) = yo, esse assumeranno valori in un dominio B esprimibile come

B={yeR:|y—yo| <b},
e di conseguenza l'insieme delle possibili soluzioni del problema di Cauchy sara
W ={y(t) € C'(D)| y : D — B}.
Nell’ipotesi che f sia continua in D X B essa sara limitata, cioe

|f(t,y)| < M, V(t,y) € D x B.
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Diremo poi che f soddisfa la condizione di Lipschitz se esiste un n > 0 tale che

|f(t,y1) — f(t,y2)| < nlyr — 2l Vte D, Yyi,y2 € B.

Tenuto conto di tutte queste osservazioni, possiamo dimostrare il seguente risultato.

Teorema 4.1 FEsiste una ed una sola soluzione y € W al problema di Cauchy

{y/ = f(t>y)

y(to) = o,
con f continua e soddisfacente la condizione di Lipschitz.
Dim. Nell’insieme C!(D) introduciamo la metrica

d(y1,y2) = sup |y1(t) — y2(t)| = max [y1(t) — ya(t)].
teD teD

Per il teorema 3.1 il sottoinsieme W con la suddetta metrica ¢ uno spazio metrico completo. Consi-
deriamo la funzione F' definita in W da

Fy)t)=yo+ [ f(r,y(r))dr.

to

Poiché f & continua in D, per ogni scelta di y in W, la funzione F(y)(t) risulta avere derivata prima
continua. Inoltre, scelto § < b/M, si ha

t

flry(r))dr

to

t

[f(my(r))ldr

to

< < Mt —to] < M6 <b,

quindi le funzioni F(y)(t), ottenute scegliendo y in W, hanno valori in B. Riassumendo, fissato b e
scelto 6 <b/M,siha FF: W — W.

Dimostriamo ora che, precisato ulteriormente d, e cioé scelto § < min{1/n,b/M}, F' & una contrazione.
Infatti, tenuto conto della condizione di Lipschitz, Yyi,y2 € W, si ha

F(y1) — Flyn)| = / () — f(rya(r)]dr| <
t |f(m,y1(7)) — f(7,92(7))|d7| < t ly1(7) — ya(7)| d7| <

nlt — tol max [y (t) — y2(t)| < nd max ly1(t) — y2(t)],
da cui otteniamo
d(F(y1), F(y2)) = max |F(y1) — F(y2)] <né max ly1(t) — ya2(t)| = ad(y1,y2),

dove o = dn < 1. Per il teorema delle contrazioni esiste allora un unico punto fisso y dello spazio
metrico completo W tale che F(y) = g, ovvero una funzione g(t) € W tale che

t

yt) =wo+ | [(75(r)dr.
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Dato che quest’ultima equazione ¢ equivalente al problema di Cauchy, perveniamo alla tesi.

Il teorema di esistenza e unicita si puo estendere senza difficolta al caso di un sistema di equazioni
differenziali del primo ordine in forma normale,

{y, = f(tv Y)
y(to) = y°.

In questo caso si puo ripetere la dimostrazione precedente lavorando nello spazio delle funzioni vetto-
riali con derivate continue, definite in D, a valori in R"™, con la metrica

d(y1,y2) = max ly1(t) —y2(0)|,

dove | - || indica I'usuale norma in R"™. La funzione vettoriale f si suppone continua in D x R" e la
condizione di Lipschitz si scrive nella forma

||f(t7YI) - f(t?yQ)H < 77”3’1 - y2||’ Vie D, Vyi,y2€ B,
dove B={y e R": |ly — y|| < b}.

OSSERVAZIONE. Si pu0 dimostrare che la condizione di Lipschitz ¢ soddisfatta se la funzione f(¢,y) ha
derivata parziale rispetto a y continua. Cio vale anche nel caso di un sistema di equazioni, nell’ipotesi
cioe che la funzione f abbia derivate parziali rispetto a ciascuna delle componenti di y, continue.

4.3 Equazioni differenziali lineari
Una equazione differenziale lineare di ordine n ha la forma
ao()y™ + a1 ()y "V 4 4 a1 (DY + an(t)y = o(1).

Se ¢(t) e identicamente nulla, I’equazione si dice omogenea.
Supponiamo che la funzione a((¢) non si annulli mai in un dominio D C R e dividiamo ambo i membri
dell’equazione data per ag(t). Allora si ottiene I'equazione

y™ oy 4 (D = f(2),

che e riducibile a forma normale, in cui cioe, e possibile esplicitare la derivata di ordine massimo.
Come sappiamo questa equazione ¢ equivalente ad un sistema di n equazioni differenziali del primo
ordine in forma normale. Se si assegnano gli n dati iniziali

y(to) = yo, ¥'(to) = v, .. y"" V(to) = y(()"—l)’

nell’ipotesi di continuita delle funzioni p;(t), (i =1,...,n) e della f(¢) in D, l'osservazione alla fine del
paragrafo precedente implica che siano soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza e unicita.

Sia C'") (D) lo spazio delle funzioni derivabili n volte in D con derivata n-esima continua. Consideriamo
Papplicazione L : C™ (D) — C(D) definita da

L(y) = y"™ + p0y" ™V + .+ palt)y.
Per ogni coppia di funzioni y;(t) e y2(t) in C™ (D) e per ogni scalare ¢ si ha

L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2),  L(cyr) = cL(y1)-
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L’applicazione risulta dunque lineare. L’equazione differenziale si puo scrivere nella forma

L(y) = .

Notiamo inoltre che se y; e y2 sono due soluzioni particolari di questa equazione, la loro differenza
y1 — y2 € soluzione dell’equazione lineare omogenea L(y) = 0, infatti, per la linearita di L,

L(y1 —y2) = L(y1) — L(y2) = f — f = 0.

Se allora si conosce una soluzione particolare § dell’equazione non omogenea, ogni altra soluzione di
questa equazione si otterra aggiungendo a ¢y una soluzione della omogenea L(y) = 0 che chiameremo
equazione omogenea associata. In altri termini tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea L(y) = f
sono date da

y=9+7 con g € Ker(L).

Studiamo allora l’equazione lineare omogenea L(y) = 0.

Teorema 4.2 L’insieme delle soluzioni dell’equazione lineare omogenea di ordine n

costituisce uno spazio vettoriale di dimensione n.

Dim. La tesi equivale a dire che dim[Ker(L)] = n. Innanzitutto osserviamo che Ker(L) ¢ un sot-
tospazio vettoriale di C™) (D). Facciamo vedere quindi che esistono n elementi di Ker(L) linearmente
indipendenti e che tali elementi generano Ker(L). Per raggiungere il primo obiettivo consideriamo i
seguenti n problemi di Cauchy

, {y*D(tg) = 01p, k=1,...,n}
, {y*D(tg) = 0op, k=1,...,n}

n) L(y) =0, {y*V(tg) = 6pp, k=1,...,n}

dove con d;; (4, j = 1,...n) si intende la delta di Kronecker. Ciascuno di questi problemi ammettera una
soluzione y;, (i = 1,...,n), che sara un elemento di Ker(L) coincidente con una soluzione particolare
di L(y) = 0. Costruiamo ora una combinazione lineare di queste n soluzioni,

n

y= Zczyz

=1

Per la linearita di L, essa sara ancora soluzione dell’equazione omogenea. Dalle condizioni iniziali sulle
i, segue che la funzione y ¢ l'elemento di Ker(L) soddisfacente le condizioni

y(k_l)(to) = Ck, k= 1, ey N

La soluzione identicamente nulla ¢ ancora un elemento di Ker(L) e si ricava dalla combinazione
precedente scegliendo ¢y = ¢o = ... = ¢, = 0. Poiché la soluzione nulla e unica, la combinazione
c1y1 + coy2 + ... + cryn si annulla se e solo se si annullano tutti i coefficienti ¢;. In altri termini, gli
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elementi y; € Ker(L), (i = 1,...,n) sono linearmente indipendenti. Dimostriamo ora che essi generano
Ker(L). Sia z una qualunque soluzione particolare di L(y) = 0, soddisfacente le condizioni iniziali

z(kfl)(to) =, k=1,..n.

Si verifica subito che essa ¢ esprimibile come
n
2(t) = eryr(t),
k=1

purche si scelga ¢, = g, (k = 1,2,...,n). Infatti la combinazione z =Y, nxyx & proprio Ielemento
di Ker(L) corrispondente alle condizioni iniziali imposte. Ne segue che ogni elemento di Ker(L) ¢ dato
da una combinazione lineare delle y;. In definitiva le n soluzioni y; costituiscono una base di Ker(L)
e quindi dim[Ker(L)] = n.

Chiameremo sistema fondamentale di soluzioni di una equazione lineare omogenea di ordine n, un
insieme arbitrario di n soluzioni particolari linearmente indipendenti di questa equazione. L’integrale
generale sara dato dalle combinazioni lineari degli elementi di un sistema fondamentale.

Siano y1(t), y2(t), ..., yn(t), n funzioni C™(D). Consideriamo il determinante

1 Y2 Yn
Y Ys e Un
W)= . : S
. I -

detto determinante di Wronsky (o wronskiano) dell’insieme di funzioni y(t), k& = 1,2,...,n. Dimo-
striamo che se {yx(t)}, (t € D) & un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione differenziale
omogenea di ordine n, L(y) = 0, il suo wronskiano & diverso da zero in tutto D. Supponiamo per
assurdo che esista un ¢ty € D tale che W(ty) = 0 e consideriamo il sistema algebrico lineare nelle

incognite a, ag, ..., Gy,
n

> yklto)ax =0
k=1

n

> Yilto)ar =0
k=1

n

Z y;(gn_l)(to)ak =0.

k=1

Il determinante della matrice dei coefficienti di questo sistema & proprio W (tp) e di conseguenza il
sistema ammette soluzioni non banali. Ne segue che la combinazione lineare

n
Z Yk (t)ak)
k=1

di cui il sistema precedente rappresenta le condizioni iniziali, &€ una soluzione particolare di L(y) =0
soddisfacente condizioni iniziali tutte nulle. Per I'unicita della soluzione, tale combinazione deve essere
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la funzione identicamente nulla. In altri termini si ha

> _wk(t)ar =0, VteD,
k=1

con oy, non tutte nulle. Ma cio contraddice I'indipendenza lineare delle funzioni yy(¢). Per Uarbitrarieta
di tp concludiamo che W(t) # 0, Vt € D.

e Esempio

Consideriamo ’equazione lineare omogenea

Si tratta di una equazione del terzo ordine. Essa ammette come sistema fondamentale una
qualunque terna di soluzioni particolari linearmente indipendenti. Notiamo che le seguenti fun-
zioni

y1 =1, ys=¢e', wy3=cosht, wy4=sinht,

sono tutte soluzioni particolari dell’equazione data. Di queste pero solo tre sono linearmente
indipendenti. Per esempio, le terne

{ylay2>y3} {yl)y27y4} {y17y37y4}7

sono sistemi fondamentali dell’equazione data. L’integrale generale si puo scrivere, per esempio,
come
y=-cL+ coet + e3sinht.

Osserviamo che in questo caso

1 et sinht
W(t) =10 e' cosht|=—1,
0 e' sinht

ovvero il wronskiano e diverso da zero per ogni t.

Ritorniamo al problema dell’equazione lineare non omogenea di ordine n,

L(y) = f.

Riassumendo 1 risultati ottenuti fin qui, possiamo concludere che, data una sua soluzione particolare
) M
7, ’equazione non omogenea ha la soluzione generale

n
y=> cyit+i.
=1

dove {y1,y2,...,yn} & un sistema fondamentale dell’equazione omogenea associata.
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4.4 Equazioni omogenee a coefficienti costanti

Consideriamo 1’equazione lineare omogenea di ordine n, L(y) = 0 in cui, al posto delle funzioni
pi(t) (1 =1,...,n) abbiamo n costanti a;, (i =1,...,n),

Ly) =y"™ + a1y YV + . +a,y=0.

In questo caso, applicazione L : C(™ — (' si pud scrivere sotto forma di composizione di applicazioni.
Consideriamo per esempio il caso di una equazione omogenea del secondo ordine

y” + aly’ + asy = 0.

e introduciamo lapplicazione di derivazione D : V(™ — C definita da D(y) = 3. L’equazione
precedente si puo scrivere allora nella forma

(D —X)(D— X))y =0,
dove A1, A2 sono le radici dell’equazione A2 + a1\ + as = 0. Pil in generale si ha
L(y) = 4™ + ary™ D 4 .+ any = (D — A)(D — Xa)eea(D — Ay,
dove A{, Ag, ..., A\, sono le radici dell’equazione, detta equazione caratteristica,
AN+ a4+ 4a, =0.

Le applicazioni D — )\; sono lineari ed inoltre le loro composizioni sono commutative. Infatti

(D= X)(D =Xy =y" — (N + X))y + XAy,

(D =X)(D =)y =9" = (N + )y + Ay

A questo punto osserviamo che il nucleo dell’applicazione L contiene tutti gli elementi dei nuclei delle
applicazioni D — ); e, di conseguenza, le soluzioni delle singole equazioni del primo ordine

(D=M)y=0, (D=X)y=0, .. (D=2X\)y=0,

sono soluzioni particolari dell’equazione L(y) = 0. Poiché la soluzione dell’equazione (D — \;)y =0 ¢
data da

Cie)\it,

se I'equazione caratteristica ammette n radici distinte, le funzioni e, (i = 1,...,n) saranno linear-
mente indipendenti e formeranno quindi un sistema fondamentale per I’equazione omogenea. In altri
termini I’equazione L(y) = 0 avra l'integrale generale

n

y(t) = Z cietit.

i=1

e Esempi

1) Determinare 'integrale generale dell’equazione
y' =3y +2y=0.

L’equazione caratteristica e
A —3\4+2=0,
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da cui si ottiene A\ = 1, Ao = 2. Allora l'integrale generale sara

Y = clet + C262t.

2) Determinare I'integrale generale dell’equazione
y/// . y/ —0.

Si ha lequazione caratteristica A3 — A\ = 0 da cui si ricavano le radici \{ =0, Ay = —1, A3 = 1.
L’integrale generale sara
y=c + cze_t + c;;et.

L’equazione caratteristica puo ammettere radici complesse. In tal caso, se ammette la radice A = a+1i0,
ammettera anche la radice coniugata A = a — i8. Usando la formula di Eulero, le due soluzioni
particolari corrispondenti, si possono porre nella forma

Yy = e = e™(cos Bt + i sin Bt),

Yy = eM = e (cos Bt — isin ft),

Possiamo sempre sostituire queste soluzioni con una coppia di loro combinazioni lineari. Volendo
ottenere soluzioni reali, scriveremo

1 —
Y1 = 5(6)‘t +eM) = e cos ft,
1 —
Y2 = ?(ekt — My = e sin Gt
i

Quindi, ad ogni combinazione lineare cie* + coe* presente nella soluzione di L(y) = 0 possiamo
sostituire la combinazione e (c; cos Bt + ¢ sin 5t).

e Esempio

Risolvere ’equazione dell’oscillatore armonico smorzato,
s" +2hs’ +w?s =0, (h > 0).
L’equazione caratteristica & A% + 2h\ 4+ w? = 0 da cui si ottengono le radici
M=-h+Vh —w?,  A=—h—Vh?—uw?
Se h > w, le due radici sono reali e, posto V2 — w? = v, si ha l'integrale generale
s(t) = e M (cre”t 4 cpe).
Se h < w, le due radici sono complesse e posto Vw2 — hZ = si ha
A =—h+iu, A2 = —h —iu,
da cui segue l'integrale generale

s(t) = cle_ht”“t + cze_ht_“‘t = e‘ht(al cos ut + ag sin ut).
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Supponiamo ora che le radici dell’equazione caratteristica non siano tutte distinte ma ce ne sia
una, chiamiamola genericamente A, di molteplicita m. Allora le soluzioni particolari corrispondenti
dell’equazione L(y) = 0 sono soluzioni dell’equazione

(D—=X)"y=0.
Osserviamo che vale la seguente identita, facilmente dimostrabile per induzione sull’indice m,
(D = X)"tPeM = p(p — 1)(p — 2)...(p — m + 1)tP~ e,

In forza di questa identita, per ogni p < m—1, la funzione tPe* & soluzione dell’equazione (D —\)"y =
0. Poiché le funzioni
eAt7 te)\t7 - tm—le)\t

Y

sono linearmente indipendenti, la soluzione generale dell’equazione L(y) = 0 sara data in questo caso

da

m

n—m
y(t) = Z éie)‘it + Z citi_le)‘t,
=1 =1

dove A; sono le rimanenti soluzioni distinte dell’equazione caratteristica.

o Esempi

1) Determinare 'integrale generale dell’equazione
y//_2y/+y:0.

Dall’equazione caratteristica A2 —2\+1 = 0 ricaviamo la radice doppia A = 1. Allora la soluzione

N

&
y(t) = cre’ + cotel.

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y @ +2y" +y=0.

Dall’equazione caratteristica A\* +2A? + 1 = 0 otteniamo le due radici doppie A\; = i, Ay = —i.
Come sistema fondamentale avremo le seguenti funzioni

ezt7 G_Zt, tezt, te—zt.
In termini di funzioni reali, si ottiene il sistema equivalente
cost, sint, tcost, tsint,

da cui segue l'integrale generale

y(t) = (c1 + cat) cost + (c3 + cat) sin .
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4.5 Equazioni non omogenee

Consideriamo ora una equazione lineare di ordine n non omogenea,

L(y) = y™ + p1(t)y™ Y + .+ pa(t)y = f(1).

Sappiamo che l'integrale generale di questa equazione e dato dalla somma di una sua soluzione parti-
colare e della soluzione dell’omogenea associata. Dobbiamo quindi trovare delle procedure per deter-
minare una soluzione particolare dell’equazione L(y) = f.

Osserviamo innanzitutto che se il termine non omogeneo € dato dalla somma di piu funzioni, cioe
se f(t) = 22:1 fq(t), vale il seguente principio di sovrapposizione delle soluzioni, ovvero,

Se yq € una soluzione particolare dell’equazione L(y) = f, (¢ =1,...,r), allora y = 22:1 Uq € una
soluzione particolare dell’equazione L(y) = f = >, fy-

Questo risultato segue dalla linearita dell’equazione in quanto si ha

L@) =L D dg | =D L) =D fo= 1
q=1 q=1 q=1

Il principio di sovrapposizione consente di ricavare un integrale particolare di una equazione lineare non
omogenea come somma di integrali particolari di equazioni contenenti singoli termini non omogenei
in cui puo essere decomposto il termine non omogeneo dell’equazione di partenza.

Detto questo, un metodo generale per la ricerca di un integrale particolare di una equazione lineare
¢ quello della variazione delle costanti, gia introdotto nel caso delle equazioni lineari del primo ordine.
Ci limiteremo qui ad illustrare questo metodo nel caso di equazioni del secondo ordine in quanto, nella
pratica, per equazioni di ordine superiore esso risulta poco maneggevole.

Supponiamo di aver determinato la soluzione

Yy = c1y1 + c2y2,
dell’omogenea associata all’equazione non omogenea
v+ 1)y +pa(t)y = £(1),

dove y; e yo sono funzioni linearmente indipendenti definite in un dominio D. Cerchiamo una soluzione
particolare di questa equazione nella forma

9(t) = c1(t)y1(t) + ca(t)y2(t).

Derivando otteniamo
4§ = iy + chye + ey + cath.

Poiché abbiamo a disposizione le due funzioni ¢;(t) e ca(t) per soddisfare una sola equazione, possiamo
imporre una condizione supplementare su tali funzioni. Si puo porre ad esempio

/ /
cy1 +cay2 =0,
e di conseguenza, una ulteriore derivazione della g fornisce

§" = Ayl + chyp + cryl + cany.
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Sostituendo nell’equazione di partenza, si ottiene
Ay + chys + eryy + cays + pr(eryy + cays) + pa(ciyn + cay2) = f.
Poiché 31 e y2 sono soluzioni dell’omogenea associata, da quest’ultima si ricava,
1+ chys = f.
Affinché ¢ sia una soluzione, le derivate delle funzioni ¢; e ¢ devono dunque soddisfare il sistema
dyi +chy2 =0
L+ Yy = f.

Il determinante dei coefficienti di questo sistema ¢ il wronskiano del sistema fondamentale di soluzioni.
Esso, come sappiamo, € diverso da zero in tutto D, quindi il sistema ammette una sola soluzione data

da
y2(t) f(2) yi(t)f(2)
ci(t) = Ty e Gt) = T AT
y2(t)y1(t) — ya(t)ys(t) y1(t)ys(t) — y2(t)y (1)
Integrando queste ultime e sostituendo nell’integrale generale della non omogenea, si ottiene

/I / /I /
Y2y — Y1Ys Y1Ys — Y2y

y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yi(t) / dt.

e Esempio

Determinare l'integrale generale dell’equazione

" 1
Yy +y=—"
cost

L’equazione omogenea associata ammette la soluzione
Yy = c1cost + cosint.
Facendo variare c; e ¢9, prendendo cioe ¢ = ¢1(t) e ¢g = ¢o(t), abbiamo
y P )
y' =} cost + chsint — ¢y sint + cg cost.
Imponendo la condizione
¢y cost + cysint = 0,

e sostituendo nell’equazione non omogenea abbiamo
/. /
—cysint + ¢y cost = ——
! 2 cost’
da cui si ricava il sistema
{c'l cost+ chsint =0
/ol / _
—csint +cycost = 5,
che ammette la soluzione c’1 = —tant, c’Q = 1. Una integrazione fornisce ¢; = In | cost|+aq, ¢ =
t + g, e dunque una soluzione particolare della non omogenea &
g(t) =In|cost| cost+ tsint.
L’integrale generale sara allora,

y(t) = (c1 + In|cost|) cost + (co + t) sint.
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In alcuni casi, la forma del termine non omogeneo f(t) e I'uso del principio di sovrapposizione delle
soluzioni suggeriscono una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Consideriamo i casi piu
elementari.

1) Supponiamo che f(t) = e P,(t) dove a € R e dove P, & un polinomio di grado n in t. Allora se a
non ¢ radice dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, una soluzione particolare gy ¢ data
da

- _ ,at
g(t) = e Qn(t),
dove (), € un polinomio di grado n in ¢ a coefficienti indeterminati.
Se invece a & una radice dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, si pone

g(t) = tPe™Qn(t),

dove p e la molteplicita della radice a.

2) Supponiamo che f(t) = e®[P,(t) cosbt + Qm(t)sinbt] con a,b € R e P, e @y, polinomi di grado
n ed m in ¢t. Allora se a 4 ib non € una coppia di radici dell’equazione caratteristica dell’omogenea
associata, una soluzione particolare ha la forma

§(t) = ™[R, (t) cos bt + S,(t) sin bt],

dove R, e Sy sono polinomi di grado ¢ = max{n, m}.
Se invece a b € una coppia di soluzioni dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, si pone

§(t) = tPe™[R,(t) cos bt + S, (t) sin bt],
dove p e la molteplicita delle coppie di radici a 4 ib.

e Esempi

1) Determinare I'integrale generale dell’equazione
y" —y = (2t + 1)e*.
L’equazione omogenea associata y"” — ¢y’ = 0 ammette I'integrale generale
y=rc1+ czet + c;»,e*t.
Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma
j = (At + B)e*.
Derivando otteniamo
7 = (A+2B+2A4t)e*, ' = (4A+ 4B +4At)e*, §" = (12A + 8B + 8At)e*.
Sostituendo si trova

1
1A+6B+64t=2t+1 = A=g B=-,.

L’integrale generale sara dunque

. _ 1 4
y() = 5(E) + §(8) = c1 + caet + caet + (t _ )
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2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y' —y=(t+1)e"

L’integrale generale dell’omogenea associata y” —y = 0 ¢ dato da

Y = clet + CQG_t.

Poiché 'esponenziale del termine non omogeneo compare nella soluzione della omogenea asso-
ciata dobbiamo cercare una soluzione della non omogenea nella forma di un polinomio moltipli-
cato per tet, ovvero

9 = (At + B)te’.

Derivando otteniamo
i =[B+ 24+ B)t + At?)e',  §" = [2A + 2B + (4A + B)t + At*]€'.

Sostituendo ricaviamo

1 1

L’integrale generale sara allora

1
y(t) = g(t) + 9(t) = cre’ + coe™ " + Z(t + 1)te'.

3) Determinare l'integrale generale della equazione
y" + 4y = tsin 2t.
L’omogenea associata y” + 4y = 0 ha l'integrale
i = c1 8in 2t + co cos 2t.

Anche in questo caso il termine non omogeneo compare nella soluzione della omogenea associata.
Cercheremo allora la soluzione particolare della non omogenea nella forma

g = (At + C)tsin 2t + (Bt + D)t cos 2t.

Derivando otteniamo

§ = [C +2(A— D)t — 2Bt*|sin 2t + [D + 2(B + C)t + 2At*] cos 2t.

A B
7' =4 §—D— (C+2B)t—At2} sin 2t 4 4 [2+C— (D — 2A)t — Bt?| cos 2t.

Sostituendo ricaviamo
2(A— D —4Bt)sin2t + 2(B + C + 4At) cos 2t = tsin 2¢

- A=D=0, —B:C:é.
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4.6 Sistemi di equazioni differenziali lineari

Un sistema di equazioni differenziali del primo ordine y’ = f(¢,y) si dice lineare se f & una funzione
lineare di y ovvero se
y' =Ay+b,

dove A e un operatore lineare in R, in generale dipendente da t € D, che agisce sulla funzione
vettoriale y : D — R™ a componenti con derivate prime continue e dove b ¢ una funzione vettoriale
assegnata di ¢ € D. Il sistema si puo scrivere anche nella forma

L(y) = b,

dove L ¢ 'applicazione definita da D(y) — Ay, essendo D ’applicazione di derivazione sulla funzione
vettoriale y. Per la linearita di quest’ultima, 'applicazione L risulta lineare. Ne segue che, come nel
caso delle equazioni lineari, se y rappresenta 'integrale del sistema omogeneo associato L(y) = 0, e se
y € una soluzione particolare del sistema non omogeneo, l'integrale generale del sistema non omogeneo
e dato da

y=y+y.

Teorema 4.3 L’integrale generale del sistema omogeneo L(y) = 0 ¢é dato da tutte e sole le combi-
nazioni lineari di n soluzioni particolari linearmente indipenenti y () (k=1,...,n).

Dim. Consideriamo i seguenti n problemi di Cauchy
Ly)=0, y(to)=er k=1,.,n,

dove ey, sono i versori della base canonica in R", ovvero e; = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ...,e, =
(0,0,...,1). Chiamiamo y)(t) le soluzioni di questi problemi per ¢ appartenente ad un intorno di to.
Esse costituiscono n soluzioni particolari del sistema omogeneo. Si verifica subito che la combinazione

lineare
n
Y= Y@
k=1

¢ soluzione del problema di Cauchy
n
L(y) =0,  y(to) =) ckey.
k=1

Affinché tale soluzione sia quella identicamente nulla e sufficiente e necessario che tutti i coefficienti
¢ siano nulli. Ne segue che le funzioni y ;) sono linearmente indipendenti.

D’altra parte, una qualunque soluzione dell’equazione L(y) = 0 avente condizioni iniziali y(ty) = y*)
si puo scrivere nella forma

Y=Y oy
k=1

Infatti, basta scegliere o = yi(to) affinché valga

y(to) = Zyk(to)Y(k) (to) = Zyk(to)ek =y,
k=1 =1

che corrisponde alla condizione iniziale data.
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OSSERVAZIONE. Poiché una equazione differenziale lineare di ordine n in forma normale e sempre
riconducibile a un sistema di n equazioni lineari del primo ordine in n funzioni incognite, il teorema
4.2 puo essere ricavato dal teorema 4.3. Vale la pena esaminare in dettaglio questa implicazione.

Se nell’equazione lineare omogenea

u™ 4 pr(u™ Y 4 4 pai (B)u =0,

si pone u = yi,u’ = s, ..., w1 = Yn, Si ottiene il sistema equivalente
/
o 0 1 0 o o\ [~
b2 0 0 1 0o of]| *
S R : o0 1
y;: —Pn-1 —Pn-2 —Pn-3 ... —p1 0O y;:

Dette yy(t), t € D, (k = 1,2,...,n), n soluzioni linearmente indipendenti di tale sistema, soddis-
facenti le condizioni iniziali y)(to) = y(()k), ad esse corrispondono le n soluzioni ux = Y1, (K =
1,2,...,n) dell’equazione di partenza, soddisfacenti le condizioni
0 0 -1 0
uk(t()) = y(k)l’ u%(to) = y(k)2’ U](gn )(to) = y(k)n’ k= 1, 2, ey 1L
Osserviamo che il wronskiano W () delle uj non é altro che il determinante della matrice che ha per
colonne i vettori y ) (t). L'indipendenza lineare delle y(;) comporta quindi che W sia diverso da zero

in tutto D e di conseguenza le soluzioni u; risultano linearmente indipendenti.
Infine, ogni soluzione u soddisfacente le condizioni iniziali

u* V(1) = g, k=1,2,..,n,

¢ la corrispondente dell’unica soluzione del sistema di equazioni differenziali nelle y;, soddisfacente le
condizioni iniziali

yi(to) =N, 1 = 1, 2, ceey T
Poiché quest’ultima e una combinazione lineare delle n soluzioni y ), la soluzione u sara una combi-
nazione lineare delle uy,.

Consideriamo ora il caso di un sistema di n equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti
/
y =Ay+b

dove A ¢ un operatore in R™ indipendente da t. Ovviamente, anche in questo caso la soluzione si
trova aggiungendo all’integrale generale del sistema omogeneo associato una soluzione particolare di
quello non omogeneo. Studiamo dunque in dettaglio 'equazione omogenea.

In forma matriciale il sistema di equazioni differenziali si scrive

Y = Ay,

dove Y ¢ il vettore colonna delle componenti del vettore y(¢) in una base data e dove A ¢ la matrice
corrispondente all’operatore A.

Se la matrice A & diagonalizzabile, il sistema puo essere trasformato in n equazioni differenziali del
primo ordine nelle singole componenti z;(¢) di una funzione incognita z(t), legate alle componenti y;
dalla trasformazione che diagonalizza A. Piu precisamente supponiamo che A ammetta n autovalori
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distinti X\;, (i = 1,2,...,n), cui corrispondono gli n vettori linearmente indipendenti X ). Costru-
ita la matrice invertibile ) che ha per colonne gli autovettori X () operiamo la trasformazione che
diagonalizza A,

Q7'AQ = A = diag(\i, de, s Aa)s Y = Q7

dove Z & il vettore colonna formato dalle componenti del vettore y nella nuova base. Poiché () & una
matrice di costanti, si ha Y/ = QZ’ e il sistema di partenza diviene

Q7' =AQZ = Z'=Q 'AQZ=AZ.

Si ottiene cosi, esplicitamente

20 () = Anzn(t).
Le equazioni cosi ottenute si dicono disaccoppiate perché ciascuna puo essere risolta indipendentemente

dalle altre. Risolvendole si ha

zi(t) = cieMit, 1=1,2,...,n.

Da queste soluzioni si ricavano poi le y;(¢) mediante la trasformazione Y = QZ, ovvero

n n
yilt) = > Quege™t = 3 XD ezt
j=1 j=1

In altri termini le y;(¢) sono combinazioni lineari delle funzioni e*i. Dato che gli autovalori A; non

dipendono dalla base scelta e osservando che i vettori X U )cj altro non sono che le n-uple di componenti
degli autovettori kU) di A nella base data, la soluzione del sistema di partenza si scrive come

y(t) = ket
=1

Le singole funzioni k(e*it si dicono anche autofunzioni del sistema di equazioni differenziali y' = Ay.

e Esempio

Risolvere il sistema di equazioni differenziali lineari omogenee
Y1 =y1 + 2y
Yy = 4y1 + 3y2
Si ha
A= (}l ;) S det(A—AT) = A2 —4)— 5.

Si ottiene cosi A\; = —1, A9 = 5. Gli autovettori corrispondenti sono

)

L’integrale generale del sistema sara

1 1 =cre t + cpedt
Y:q( )e_t+02<)e5t = 4 ! 2 5
—1 2 Yo = —cre bt + 2¢9ed?
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Se il polinomio caratteristico ammette una radice complessa, esso ammettera anche la sua coniugata
e 1 corrispondenti autovettori saranno coniugati. Infatti, essendo A reale, se Ax = Ax, ne segue
Ax = Ax. Posto A = a + b, le corrispondenti autofunzioni saranno

a+ib)t

y = xe! , y= gela—ib)t

queste ultime si possono sempre esprimere in termini reali, sostituendole con le combinazioni

1
5()’ +3) =R(y) = e™ (x4 cos bt — xpsin bt),
1
Q—Z,(y —3) = 3(y) = e™(xqsin bt + xy, cos bt),

dove si e posto X = X, + iXp.

e Esempio

Determinare I'integrale generale del sistema di equazioni omogenee
Y1 =y1— 5y2
Yo =2y1 — Y2
Si ha
1 =5 . ,
A= (2 _1> = )\1 = 3’L, )\2 = —31.

I corrispondenti autovettori sono

1) _ 1+ 3 2) _ 1-—3:
(), (3

Si ottengono cosi le due soluzioni reali

1 3\ .

Y4 = <2> cos 3t — <0> sin 3t
1\ . 3

Yp = <2> sin 3t + <O> cos 3t,

Prendendo una loro combinazione lineare otteniamo l'integrale generale

y1 = (c1 + 3eg) cos 3t — (3¢1 — o) sin 3t
Yo = 2c¢1 cos 3t + 2c¢g sin 3t.

Il procedimento indicato per la soluzione dei sistemi omogenei non cambia se la matrice A am-
mette autovalori con molteplicita maggiore di 1, purche sia sempre diagonalizzabile. Se, per e-
sempio, I’autovalore A ha molteplicita m e a tale autovalore corrispondono esattamente m autovettori
X0, (j = 1,2,...,m) linearmente indipendenti, si ricava
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da cui
n—m

) At
k)Nt

y(t) = e ZIA(U) +
j=1 j=1

dove k) sono gli autovettori corrispondenti agli autovalori Aj con molteplicita 1.

e Esempio

Determinare l'integrale generale del sistema di equazioni differenziali

Y1 = 6y1 + 2y + 2y3
yh = 2y1 + 3yo — 4y3
yh = 2y1 — 4ya + 3y3

Si ha
6 2 2
A=[2 3 -4 = A1 =7 (2volte), Ayg=-2
2 —4 3

Poiché la matrice A & simmetrica, essa ammette 3 autovettori linearmente indipendenti. In
particolare si ha, per A = Ay,

0 2
xO=|(1], x@=1o0
1

mentre, per A = Ag,

La soluzione del sistema sara allora

0 2 -1
y=|a 1 +c [0 et +c3 2 e 2t
-1 1 2

Supponiamo ora che la matrice A non ammetta n autovettori linearmente indipendenti e non sia
quindi diagonalizzabile. Dall’algebra sappiamo che in questo caso & sempre possibile ridurre A alla
forma. canonica di Jordan mediante una opportuna trasformazione di base. Indicata con () la matrice
di trasformazione, costruita con n autovettori generalizzati di A, si ha

Q'AQ = J = diag(Jy, ..., Jp), Y =QZ,

dove J; (i = 1,2,...,p) sono blocchi di Jordan di ordine n; e dove Y % n; = n. Il sistema lineare
Y’ = AY diventa
Q7' =AQZ = Z' =Q 'AQz=JZ.

Quest’ultimo sistema si spezza in p sottosistemi disaccoppiati

Zz/ = .]ZZZ, 1= 1,2, s Dy
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ciascuno nelle n;-uple di funzioni incognite {z;1(t), zi2(t), ..., zin, (t)}. Esplicitamente, fissato i si ha

2 (1) = Nz (t) + zi2(t),
2io(t) = Nizia(t) + zis(t),

Zin,—1(t) = Nizin,—1(t) + 2in, (1),
in; (1) = Xizin, ().

zZ

Dall’ultima equazione ricaviamo
_ At
Zin, (1) = cp, e,

e sostituendo nella precedente otteniamo l’equazione lineare non omogenea
! Ait
Zing—1(t) = AiZin—1(t) + cn, €™,
la cui soluzione e
At
Zmi—l(t) = (cni_l + cnit)e e

Sostituendo ancora nell’equazione precedente e continuando cosi fino a risolvere la prima equazione,
si ottiene

1 .
Zin;—2(t) = (Cn;—2 + Cn;—1t + §Cmt2)e’\’t,

L 1 1y At
zi1(t) = (e1 + cot + =3t + ... + ————¢,, 7 )e.
In generale si puo dunque scrivere la soluzione dell’intero sistema nella forma

zl](t) = e/\itpnifj(t)a ] = 17 ceey Mgy 1= 17 ~ Dy

dove P,,_;(t) € un polinomio in ¢ di grado n; — j. Osservando che Z = (211, ..., Ziny, 221, -+, 22095 -+
Zply e zpnp)T si ottiene infine la soluzione del sistema di partenza dalla relazione ¥ = QZ.

e Esempio

Determinare I'integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo

Yi = —y1 + 2ys,
Yo = 2y1 + y2 — 2y3,
Y5 = —2y1 + 3ys3.
Si ha Y = AY con
10 2
A=|2 1 =2,
-2 0 3

da cui si ricava A\ = 1 (3 volte). All'unico autovalore corrispondono i due autovettori linearmente
indipendenti

XM =017, Xx®=(,1,1)7.
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La matrice non ¢ diagonalizzabile e quindi cerchiamo gli autovettori generalizzati di A relativi a
A1. Posto
(A-1)X #0, (A-1)°X =0,

troviamo un primo autovettore generalizzato,
X =(0,1,1)7,
da cui si ottiene il secondo autovettore generalizzato
X=UA-DX=(2,-2,2)".

Abbiamo cosi due autovettori generalizzati X, X linearmente indipendenti e possiamo scegliere
come terzo autovettore, X (). Si ottiene cosi

10 2 2 1 -1
Q=101 -2}, Qt=| -1 0 1],
11 2 -1/2 —-1/2 1/2

e quindi

1
J=Q'AQ= [0
0

=)
= o O

Il sistema Z’ = JZ & dato esplicitamente da

da cui ricaviamo
21(t) = 1€, 22(t) = cael, 23(t) = cze’ + catel.

Ritornando alle funzioni incognite y;(t), abbiamo

1 0 2 cie
Y=QZ=[0 1 -2 cae ,
11 2 (c3 + cat)et

OovVVero,
y1(t) = (c1 + 2¢3 + 2cot)e?

Y2 (t) (CQ — 263 — QCgt)et
ys(t) = (c1 + c2 + 2c3 + 2cat)e’.

Nel caso di un sistema lineare non omogeneo si pud cercare una soluzione particolare facendo ricorso
sempre al metodo della variazione delle costanti. Ilustriamo il metodo in questo caso mediante un
esempio.
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e Esempio

Determinare l'integrale generale del sistema non omogeneo

yi:yz
/o 1
Yo = —Y1 + 557

Il sistema omogeneo associato ammette 'integrale generale

y1 = c1cost + cosint

Yo = —cy18int 4+ cg cost.
Facendo variare le costanti abbiamo

y1 = c1(t) cost + co(t) sint
y2 = —c1(t) sint + co(t) cost,

e sostituendo nel sistema di partenza otteniamo

) cost + cysint =0

— ) sint + cycost = L
! 2 cost
La soluzione di questo sistema &
/ /
¢ = —tant, cy =1,
da cui si ricava
c1 = In|cost| + ai, co =1+ as.

L’integrale generale del sistema non omogeneo risulta

y1 = ajcost + agsint + costln|cost| + tsint

Y2 = —agsint 4+ ag cost — sintlIn | cost| + t cost.

4.7 Alcune applicazioni delle equazioni differenziali

Consideriamo qui alcuni esempi di sistemi fisici il cui studio conduce alla risoluzione di un problema
di Cauchy.

4.7.1 Probabilita di collisione

Consideriamo uno strato materiale a facce piane di spessore L e area A. Sia n il numero di molecole del
materiale per unita di volume e supponiamo di poter rappresentare ciascuna molecola come una sfera
di raggio R. Lo strato viene bombardato con molecole-proiettile anch’esse di forma sferica e raggio
r. Una molecola-proiettile urtera una molecola del bersaglio se si avvicinera a quest’ultima ad una
distanza minore di R + r. La sezione d'urto di collisione per una molecola sara allora o = 7(R + r)>.
Detta = € [0, L] la coordinata trasversale allo strato lungo cui incidono le molecole-proiettile, il numero
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di molecole presenti nell’elemento di strato compreso tra xg e xg + dx sard dato da nAdz, mentre la
sezione d’urto relativa allo stesso elemento sara S = onAdz. Se si divide tale sezione d’urto per 'area
A si trova la probabilita P che, su N proiettili incidenti, un numero pari a |[dN| urti le molecole del
suddetto elemento di strato. In altri termini si ha

dN onAdzx
— = P e
v ==

= ondx.

Se Ny ¢ il numero di molecole incidenti sulla superficie dello strato (cioeé per x = 0), il numero di
molecole N (z) che riescono a giungere alla profondita x senza collidere soddisfera il seguente problema

di Cauchy del primo ordine,
{djg;x) = —noN(x),

N(0) = Np.

dove il segno meno & dovuto al fatto che d/N rappresenta la perdita di proiettili che attraversano lo
strato senza collidere, ed ¢ quindi una quantita negativa. Integrando ’equazione differenziale si ha

InN(z) =—nox = N(z)=ke "7,
e imponendo la condizione iniziale, si ottiene
N(z) = Nge "%,

Il numero di molecole-proiettile che attraversa uno spessore z (0 < z < L) decresce quindi esponen-
zialmente con z. La quantita

= —
no

ha le dimensioni di una lunghezza ed ¢ una misura della distanza percorsa in media da un proiettile
senza collidere. Per tale motivo essa viene chiamata libero cammino medio del processo di collisione.
In particolare il numero di proiettili che emergono dallo strato senza aver subito collisioni sara

N = Nge 1/,

Nei problemi che seguono le funzioni incognite saranno funzioni f del tempo ed indicheremo con f , f -
le derivate prima, seconda, etc., di f rispetto a t.

4.7.2 Moto di un punto soggetto a forza resistente

Sia x la posizione nello spazio di un punto materiale di massa m e sia v = x la sua velocita. Supponiamo
che il punto sia soggetto ad una forza resistente Fgr = —h/|v|v dove h € R, e alla forza peso mg.
Assumiamo inoltre che all’istante iniziale t = 0 si abbia x(0) = x° e v(0) = %(0) = 0. Vogliamo
determinare il moto del punto.

L’equazione del moto ma = F, si scrive
m = —h|%/|% + mg.

Dette x1, 9, z3 le componenti di x rispetto ad una terna cartesiana ortogonale di versori e, eo, e3 e

prendendo g = —ges, con g accelerazione di gravita, si ottiene il sistema di equazioni differenziali
mi’l = —thHxl
mflfg = —h”XHJL‘Q

mitz = —h|[x|[i3 — myg,
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con le condizioni iniziali x1(0) = 29, 22(0) = 23, 23(0) = 29, #1(0) = 32(0) = #3(0) = 0. Notiamo che

le prime due equazioni ammettono certamente la soluzione z1(t) = x{, 22(t) = 29 essendo verificate le

condizioni iniziali. Per 'unicita della soluzione, il punto materiale manterra, durante il moto, sempre
le stesse coordinate sul piano 1, zs. Il moto avverra dunque lungo ’asse 3, secondo 1’equazione

mfi‘g = —h|i‘3|i73 —mg.

Da questa equazione, facendo uso delle condizioni iniziali, si deduce che #3(0) = —g, 43(0) = 0. Allora,
se x3 € continua, essa ha un massimo in ¢t = 0 e quindi, in un intorno I = (0,9) si avra 3 < 0. Ne
segue che in I ’equazione diventa

miy = hii —mg.

Dividendo per m e ponendo u = &3, o = h/m, si ottiene

U —ou?® =—g
u(0) = 0.

Risolviamo I’equazione di questo problema separando le variabili

_/du _y
g—auz
Jag t =tanh™! (—\/§u> + c.

Imponendo la condizione iniziale u(0) = 0, si ha ¢ = 0 e ricavando u,

da cui,

u(t) = @3(t) = —\/gtanh(\/@t).

Poiché da questa soluzione &3 risulta minore di zero per ogni ¢, la soluzione del problema puo essere
estesa per qualunque ¢t > 0. Integrando ulteriormente e tenendo conto della condizione z3(0) = a:g,
abbiamo

x3(t) = 23 — éln[cosh(@t)].

Osserviamo che il moto del punto & tale che per ¢ — oo si ha &3 — —\/g, cioe, asintoticamente, il
punto assume velocita costante pari a /2.

4.7.3 Oscillatore armonico forzato

Supponiamo che un punto materiale di massa m possa scorrere lungo una guida orizzontale priva di
attrito. Detta x l’ascissa del punto sulla guida, rispetto ad una origine prefissata O, applichiamo
al punto una forza elastica —kx che tende a richiamarlo verso O ed una forza esterna periodica
F(t) = F cos(yt + ). Determinare il moto del punto sapendo che x(0) = xg e che (0) = vp.

L’equazione del moto e
mi = —kx + F cos(vt + f3).

Dividendo per m e ponendo k/m = w?, F/m = f, si ottiene il seguente problema di Cauchy

&+ w?x = fcos(yt + )
x(0) = xg, #(0) = vp.
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L’omogenea associata # + w?z = 0 ammette 'integrale generale
Z(t) = c1 coswt + c9 sin wt.
Supposto vy # w, cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma
Z(t) = beos(vt + B).
Sostituendo nell’equazione si ottiene
—by? cos(vt + B) +wbcos(yt + B) = f cos(yt + B),
che vale identicamente se

f

b=

In tal caso otteniamo l'integrale generale nella forma

: f
x(t) = c1 coswt + co sinwt + g cos(yt + B).

Derivando si ha anche

i i o
%(t) = —wey sinwt + weg coswt — g sin(vt + B).

Imponendo le condizioni iniziali su x e & si ha
To=c1+ —5——5cosf,

ws =7
Vg = Wey —

o
m Slnﬂ.

da cui si ottiene

1 .
c1 = x9 — 3 i 2 cos 3, cy = ” <vo + wajfy2 smﬂ) .

La soluzione del problema sara dunque

z(t) = <330 - fcosﬁ) coswt + <v0 + W) sin wt + M.

w2 — A2 w w? — w2 — 2

Nel caso in cui v = w la soluzione particolare precedentemente trovata non vale piu e si deve cercare
un integrale particolare nella forma
Z(t) = atsin(wt + ).

Sostituendo si ha
2aw cos(wt + B) = feos(wt+B) = a=-—.

L’integrale generale sara allora
x(t) = 1 coswt + co sinwt + QLt sin(wt + ).
w
Sfruttando le condizioni iniziali si ricava

To = c1, v0262w+isinﬁ,
2w
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da cui

(g
C1 = o, Cy = — Uo—fSIDB .
w 2w

La soluzione del problema sara dunque

z(t) = xp coswt + <v0 _fsinf

: .
t+ —t t .
" — >smw + 55 sin(wt + B3)

Osserviamo che, nel caso v = w la soluzione particolare & rappresenta una oscillazione di frequenza w
con ampiezza crescente in modo lineare e quindi illimitata per ¢ — oco.

Nel caso in cui la differenza tra vy e w sia "relativamente piccola”, cioe |w — v| < w, allora la soluzione
Z puo essere approssimata in modo da descrivere il fenomeno dei battimenti. A questo scopo poniamo
w — v = v dove |v| € w e riscriviamo la soluzione del problema nella forma

x(t) = xo coswt + % sinwt + z1(t),
w

dove z1(t) e la parte di soluzione dipendente da -, ovvero

f falo : feos(yt + )
= | L (~coswt L sinwt LT
x1 wz_ny( coswt cos f3) + " sinwt sin 3 + e
Si ha
W=t = (W) (w—7) = (2w —v)r~ 2w,
Yw  w-v 1
w2 —72  ww-—-v)v  2wr’

La funzione z;(t) puo essere approssimata come

x1(t) ~— %iy[cos(wt + ) — cos(wt — vt + B)] =

- 2{%} [cos(wt + 3)2sin? %t — sin(wt 4 )2 sin %t cos gt =
t

isiny—sin [(w— Z)t—l—ﬁ} .

wv 2 2

Quest’ultima rappresenta una oscillazione di frequenza w — /2 con ampiezza modulata dal fattore
sin(v/2)t, e quindi, con frequenza di modulazione v/2 < w. La soluzione z(t) descrive i cosiddetti
battimenti che si sovrappongono alla parte puramente armonica della soluzione.



Capitolo 5

Superfici regolari

5.1 Equazioni di superfici regolari

Nel seguito saranno utili le seguenti definizioni. Diremo frontiera 0A di un insieme chiuso A C R™

I’insieme dei punti di A tali che in un loro qualunque intorno cadano punti di A e del suo complementare
(o]

in R™. Indicheremo con A l'insieme dei punti interni di A, ovvero l'insieme A \ 9A. Diremo poi che

un insieme A C R™ & connesso se non esiste una coppia di sottoinsiemi A;, As, chiusi e non vuoti, di
R"™ taliche A=A UAy e A; N Ay = 0.

Sia K C R? un insieme chiuso, limitato e connesso e sia ® : K — R3 una funzione vettoriale di
componenti

d1(u,v), d2(u,v), P3(u,v),  (u,v) € K.

Consideriamo il Iuogo S dei punti di R? ottenuti come immagine di ¢, ovvero il luogo di equazioni
parametriche

x = ¢1(u,v)
= ¢o(u,v) (u,v) € K.
z = ¢3(u,v)

71
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Diremo che S € una superficie regolare se si verificano le seguenti condizioni:
a) ® € CY(K),
b) Esiste una corrispondenza biunivoca tra [O( eipuntidils.
c) rank(Jy) =2, VY(u,v) GIO(,

dove Jy ¢ la matrice jacobiana di ¢, data da

O¢1 991

ou ov

— | 942 092

J¢ - ou ov
O¢3  O¢3

ou ov

La condizione c¢) si puo anche tradurre nella indipendenza lineare dei due vettori

_ (991 092 O3 _ (9¢1 9¢2 9¢3
Q)u_(@u’au’@u)’ ®y < )’

v’ v’ v
per ogni coppia (u,v) interna a K, ovvero, nella condizione
[}
H(I)U X q)UH 7é 07 V(U,’U) €K .

Consideriamo una funzione f : A C R? — R dove A & chiuso, limitato e connesso e denotiamo con
G = {(z,y, f(z,y)) € R?: (x,y) € A} il grafico di f. Tale grafico si pud considerare una superficie S
di equazioni parametriche

y=uv (u,v) € A.
z = f(u,v),

Dimostriamo che, se f & continua insieme alle sue derivate prime, allora la superficie S e regolare. In
questo caso abbiamo

¢1=u, d2=v, ¢3=f(u,0).
Poiché f € C'(A), ne segue che la funzione vettoriale ¢ & in C'(A). Inoltre, preso un punto (i, v) 621,
ad esso corrisponde un solo punto di R?
r=u, y=u, z=f(u,0).
Viceversa, ogni punto X = (Z, 7, z) di S & individuato da una unica coppia (u,v) tale che u =z, v = .

[e]
Ne segue la corrispondenza biunivoca tra S e A. Infine si ha

_(1.0.9f _ (01,9
@u - (]"O’ 8u> ) ¢U - <0717 av) )

2 2
||<I>ux<1>v||=\/1+<§£) S(E) 21 v ed

Ne segue che S & regolare.

Abbiamo visto nel paragrafo 2.3 che, data una funzione f : A C R?> — R, continua con le sue derivate
prime in A, il suo grafico ammette in ogni punto un piano tangente. Come vedremo questa proprieta
& comune a tutte le superfici regolari di cui sia data una equazione parametrica x = ®(u,v).

da cui risulta
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e Esempio

Consideriamo la superficie S di equazioni parametriche

T = @ COS U COSV
y = bsinu cosv u € [0,2n], v € [-7/2,7/2], a,b,c € R.

z = csinv

Verifichiamo la regolarita di S. Si ha K = [0,2n] x [-7/2,7/2], che ¢ chiuso e connesso. Le
tre funzioni ¢1, o, 3 sono certamente continue insieme alle loro derivate di qualsiasi ordine.
Notiamo che la condizione b) della definizione di regolarita non & soddisfatta nei punti della
frontiera di K aventi v =0, v = 27. Ambedue i valori infatti corrispondono agli stessi punti di
S. Tuttavia la condizione & sempre soddisfatta nei punti interni di K. Per quanto riguarda la
condizione ¢), si ha

®, = (—asinucosv,bcosucosv,0), &, = (—acosusinv,—bsinusinv,ccosv),

da cui

[ @, x @y = |cosv|/(becosucosv)? + (acsinucosv)? + (absinv)2.

La condizione ¢) non ¢ soddisfatta sui punti della frontiera di K per i quali v = £7/2, ma &
sicuramente verificata nei punti interni.

5.2 Curva su una superficie regolare
Consideriamo ora una superficie regolare S definita dalla equazione
x = ®(u,v), con (u,v)€ K,

e sia C : [a,b] — K una curva regolare fatta di punti interni a K, di equazioni parametriche

{u t)

o(t)
Consideriamo la funzione composta ¥(t) = (® o C)(t) = ®(u(t),v(t)). Preso tg € (a,b), poniamo
i(to) = uo, 9(to) = vo e ®(ug,v9) = Xg. Dimostriamo che ¥ : [a,b] — R? & una curva regolare
passante per xg. Osserviamo innanzitutto che ¥(tg) = ®(ug,v9) = xo e quindi che xg € un punto della
curva x = U(t). Inoltre si ha

I
>

t € la,bl.

x = ¢1(a(t), o(t))
y = da2(u(t), 0(t)) t € a,0].
z = ¢3(a(t), ()

Per la regolaritd di C, le funzioni @, % sono di classe C' e le loro derivate non si annullano mai
contemporaneamente in [a, b]. Inoltre, a valori di ¢ distinti, corrispondono sempre valori distinti delle
coppie (u,v). Poiché S & regolare, le funzioni ¢1, ¢, ¢3 sono di classe C'*. Per il teorema sulla continuita
delle funzioni composte, anche ¥ sara continua con derivate continue. Le funzioni ¢1, ¢2, ¢3 sono poi
in corrispondenza biunivoca con u e v e, a valori distinti di ¢ corrispondono valori distinti di W(¢).

>
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Infine consideriamo la derivata di U rispetto a t. Si ha U'(t) = $®(a(t), 9(t)). Per le proprieta di

dt
derivazione delle funzioni composte,

dyy  0¢1.,  0¢1 .,
— = U+ =7,
dt ou v
d 0 0
wQ — ¢2 ’EL/+ ¢2 @/’
dt ou v
d 0 0
Y3 _ 03 o ?3 i
dt ou v
Queste ultime si possono riguardare come un sistema di equazioni lineari nelle @/, ©'. Se fosse
||d¥/d¢t|| = 0, in qualche punto di [a, b], allora tale sistema sarebbe, in tale punto, omogeneo. Poiché
la matrice dei coefficienti & lo jacobiano di ®, che per ipotesi ha rango 2, I'unica soluzione sarebbe
@' = 0,9 = 0. Ma per la regolarita di C, cid non ¢ possibile, quindi deve essere necessariamente

=

In definitiva, la curva ¥ & una curva regolare tracciata sulla superficie S. Essa ammettera un vettore
tangente in xg, dato da

‘P/(to) = ‘I)u(’LL(), ’Uo)ﬂ,(to) + @U(Uo, ’Uo)@/(to).

Tale vettore risulta dunque combinazione lineare dei vettori ®,,, ®,, i quali dipendono da .S ma non
da C. Facciamo vedere che i vettori @, (ug,vg) e @y (ug, vg) individuano il piano tangente alla superficie
in xg. A tale scopo consideriamo le due curve C, e C, da [a,b] in K,

Cy: {u:u(t), Cy: {uzuo, t € la,b].
v v

A tali curve corrispondono due curve regolari ¥, : [a,b] — R e W, : [a,b] — R3, tracciate su S. I

vettori tangenti alle due curve in xg sono dati da

W, (to) = Pu(uo, v0)@ (to), Wy (to) = Py(uo, v0)d' (to),
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e risultano rispettivamente paralleli ai vettori ®, e ®, in x. Poiché ¥/ e U/ sono tangenti alla
superficie in xg, i vettori ®,, e ®, apparterranno al piano tangente a S in xg. Ma per la regolarita di
S tali vettori sono linearmente indipendenti quindi essi costituiscono una base nel piano tangente. Il
vettore

N(Xo) = (I)U(UO,’U()) X (I)U(UO,'U()).

risulta normale alla superficie in x¢ in quanto perpendicolare al piano individuato da ®, e ®,.
L’equazione del piano tangente in xg si potra scrivere allora come

(x —x0) + Py (up,v0) X Py(up,v0) =0,

OVVero
(# = 20)No + (Y — yo) Ny + (2 — 20) Nz = 0,

essendo g, Yo, zo le coordinate del punto xg.

e Esempio

Determinare la retta normale alla superficie, studiata nell’esempio precedente,

T = @ .COS U COSV
y = bsinu cosv u € [0,2n], v € [-7/2,7/2], a,b,c € R,

z = csinv

nel punto o = a/2,yo = b/2, 20 = c\/2/2.

Il punto corrisponde a ug = 7/4,v9 = 7/4. Si ha

2 2 b
D, (ug, v9) X Py (ug, v9) = bc{el + ac{eg + CL?eg.

da cui si ottiene la retta normale

z—a/2 y—b/2 z—cV2/2
bev2  acV/2 2ab
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5.3 Teorema delle funzioni implicite

Spesso una curva piana o una superficie non sono date mediante equazioni parametriche ma, rispetti-
vamente, attraverso equazioni cartesiane del tipo

F(x7y) =0, G(xaya Z) = 0.

Si pone allora il problema di stabilire sotto quali condizioni sulle funzioni F' o G esse risultano regolari.
Da quanto detto sulle superfici regolari, sappiamo che se & possibile riscrivere G(z,y,z) = 0 nella
forma esplicita z = g(z, y), allora semplici condizioni di regolarita sulla g sono sufficienti a garantire la
regolarita della superficie. Nel seguito vogliamo trovare le condizioni per le quali & possibile determinare
una forma esplicita della equazione di una curva o di una superficie, espresse in forma cartesiana.

Teorema 5.1 (delle funzioni implicite). Sia F : A C R? — R di classe C* e sia xo = (70,y0) € A
tale che F(xo,yo0) =0, %(wo,yo) # 0. Allora é possibile trovare un intorno I, di xo ed un intorno I,
di yo tali che esista f : I, — I, soddisfacente la condizione

F(z, f(z)) = 0.

Inoltre la funzione f(x) risulta avere derivata continua data da

9 (1 1))
"Ng) = —Qz 2 7
T == )

Dim. Per fissare le idee supponiamo che %(mo,yo) > 0. Dato che 0F/0y ¢ continua in A, per il
teorema della permanenza del segno, esistera un intorno rettangolare I = I, x I, di (z0,y0), contenuto
in A in cui 9F/8y > 0. Fissato Z in I, la funzione F(Z,y) risulta dunque crescente in I,. Cid vale in
particolare se T = x¢, ed essendo F'(zg,y0) = 0, posto I, = [yo — k, yo + k], avremo F(zq,yo + k) >0
e F(.To,yo - k?) < 0.

Consideriamo ora le funzioni di z, F(z,yo — k) e F(z,yo + k) che risultano continue in I,. Applicando
anche qui il teorema della permanenza del segno, € possibile trovare un intorno I, C I, tale che

F(z,yo—k) <0, F(x,y90+k)>0, Vzcl,.

Ma allora, per ogni x € I,, la funzione F(z,y) & strettamente crescente e passa da un valore negativo
(in yo — k) ad un valore positivo (in yo + k). Esistera dunque, per ciascun z € I, una ed una sola
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y € I, tale che F'(z,y) = 0. In altri termini, esistera una funzione f : I, — I, tale che F(z, f(x)) =0,
identicamente in 1.
Dimostriamo ora che f & continua. Presi due punti z, z; in I, possiamo scrivere

F(.’E,f(.’E)) - F('Tla f(xl)) =0.
D’altra parte, si ha

Bz, f(x)) = F(x, f(21)) = F(z, f(2)) = F(z, f(21)) + Fz, f(21)) = F(z, f(21))-

Utilizzando la derivabilita di F' rispetto a x e a y, applichiamo il teorema del valor medio negli intervalli
di estremi x,z1 e f(z), f(z1). Otteniamo

T (€ S =) + G ) (F(a) — ) =0,

dove (§,m) € un punto interno al rettangolo [z, z1] X [f(x), f(21)], contenuto in I, x I,. P01che >0
in tutto I, x I, si ha

o B )
o) o) =~

da cui, prendendo il valore assoluto e osservando che 0F/0x ¢ limitata e che 0F /0y > 0 in I, x I, si
ottiene OF /0z(£. f(x1))
x (&, f(x1
f(@) — flar)| =
T = T = ok (e )

Prendendo il limite per x — x; si ricava

lim [f(z) — f(z1)] =0,

T—T1

(.T - xl)a

maxy, x 1, (0F/0x)
minfz x Iy (8F/8y)

|z — x1].

m—mus]

e quindi, la continuita di f(x) in z1. Cio vale per qualunque scelta di x; in I, quindi la funzione f
risulta continua in 1.
Dalla relazione precedente si ha anche

f@) = f(z1) _ OF/0x(&, f(x1))
T — T OF/0y(x,n)
Passando al limite per x — x1, si ottiene, per la continuita di f e delle derivate parziali di F',
OF [0x(xy, f(x1))
OFoy(xy, f(x1))’

e questo completa la dimostrazione del teorema.

f(a) = -

Questo teorema si puo estendere facilmente a funzioni di tre o piu variabili. Nel caso di tre variabili
si ha il seguente risultato.

Teorema 5.2 Sia F : A C R? — R di classe C' e sia xg = (x0,%0,20) un punto di A tale che
F(xg)=0c¢e aF ~(x0) # 0. Allora ¢ possibile trovare un intorno K del punto (zo,yo) ed un intorno I,
di zg, con K >< I C A, in modo tale che esista una funzione f : K — I, soddisfacente la condizione

F(.Z',y,f(.’ﬂ,y)) =0,

identicamente in K. Inoltre la funzione f risulta avere derivate parziali continue in K, date da

Of( )= — (:cyf(a: Y)) 87]"(1: )= — %5@ y, f(2,y))
oz 8nyﬂxw> oy T T (e f (@)
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e Esempio

Calcolare le derivate parziali della funzione f(x,y), definita implicitamente da F(z,y,z) =
exp(z? + y? — 2z%) — £ nel punto (z9,yo) = (3,4).
Si ha F(3,4,2) = exp(25 — 2%) — £ = 0 per z = 29 = 5. Inoltre

oF 1 oF

51
5 —2zexp(z® +y° - 2°) — 5 a(xmyo,zo) = 5 # 0.

E dunque possibile applicare il teorema delle funzioni implicite nel punto (3,4, 5). In un intorno
di (3,4) esiste allora una funzione f(z,y) continua insieme alle sue derivate parziali prime e si

ha

ﬁ(ac ) = 2oexp(a” +y” = f(z,y)°) ﬁ(x ) = 2y exp(z”® +y° — f(2,9)*)

dz 2f(z,y) exp(z? +y* — f(z,y)?) + 1 Oy’ 2f (z,y) exp(z? + y? — f(z,9)%) + &
da cui of 20 of 10

I teoremi delle funzioni implicite fin qui esaminati sono casi particolari di un teorema generale appli-
cabile a funzioni vettoriali di piu variabili. Diamo qui I’enunciato di questo importante teorema senza
riportarne la dimostrazione.

Teorema 5.3 Sia F: A C R" — R? una funzione vettoriale di classe C' nell’aperto A, con p < n.
Sia xg € A tale che F(x0) = 0 e detta Jp la matrice jacobiana di F sia

rank(Jr) = p, in A.
Allora, posto

X = (y17y27 vy Yn—p,y 21, 22, "'azp) = (Y>Z)7 con 'y e Rn_pa VAS Rpa
g _9F ey _ OFh

i 9z hk ET

esiste un intorno B(xg) ed una funzione vettoriale £ : H — K, con H CR" P, KCRP e Hx K C
B(xg), tale che
F(y,f(y)) =0, VyeH.

Inoltre £ & continua e differenziabile in H e si ha

Ji(y) = [JPy, £(y))] TP (v, £(y)).

Anche in questo caso, si dice che la funzione vettoriale F definisce implicitamente la funzione vettoriale
f. In altri termini, la tesi di questo teorema stabilisce che p delle n variabili indipendenti possono
essere espresse come funzioni delle restanti n — p variabili, ovvero

21 = fi(y1, Y25 -, Yn—p)
2o = fa(Y1,Y25 - Yn—p)

Zp = fp(Y1, Y25 s Yn—p)
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Tali funzioni risultano continue e differenziabili in H e le loro derivate parziali sono date da

ofi & _,0F,
v E JeN-1Z0R

k=1

5.4 Superfici in forma implicita

Consideriamo una funzione G(z,y, z) continua insieme alle sue derivate parziali prime in un sottoin-
sieme A, connesso, di R3. La funzione risultera differenziabile in ogni punto di A. Sia xg € A e
supponiamo che VG(xg) # 0. Posto allora

consideriamo la funzione

Si ha F'(x¢) = 0, ed inoltre
VF(x¢) = VG(x0) # 0.
Ne segue che almeno una delle derivate parziali prime di F' in xg ¢ diversa da zero, per esempio
0F/0z. Sono allora soddisfatte le ipotesi del teorema delle funzioni implicite e si ha, in un intorno
B(xo,y0) x I, del punto xg,
Z = f(l‘a y)

Analogamente, se fosse 9F/0x # 0, oppure OF /0y # 0, si otterrebbero rispettivamente le identita
r=g(y,2), in B(yo,20) X Iy, oppure y=h(z,z), in B(xzg,zy) X I.

Ritornando al caso in cui 0F/0z # 0, 'equazione z = f(x,y) rappresenta una superficie regolare
definita in B(zo,yo). Infatti, sempre per il teorema delle funzioni implicite, la funzione f ammette
derivate parziali prime continue in B(zg,yp). Da tutto cido segue che I'equazione

F(z,y,2)=0

rappresenta in B(zg, yo) X I, una superficie regolare e, di conseguenza, G(x) = « & l’equazione di una
superficie regolare in quello stesso dominio.

Riassumendo, abbiamo dimostrato che, data una funzione G(z,y,z) di classe C! in A, connesso di
R3, I'equazione G(z,y, 2) = a rappresenta una superficie regolare in tutti i punti in cui VG # 0.

Facciamo vedere, infine, che VG ¢ normale alla superficie G(x) = a. Dalla condizione di regolarita
possiamo sempre dire che esiste un K connesso ed una funzione vettoriale ®(u, v) tali che

G(le (’LL, U)> d)2 (u7 U)a ¢3 (u> U)) = Q,
identicamente in K. Preso allora un generico punto xg tale che VG(xq) # 0, in tale punto si avra

0G _0Gon | 0G0n 9GOk _ |
Oou  Or du dy Ou 0z Ou
0G 0G0 0G0b | 0G0y _
ov  Ox v Oy Ov = Oz Ov ’

ovVvero

VG(X()) . (I)U(UO,U()) = 0, VG(X()) : (I)U(UO, Uo) = 0.
Ma i vettori ®,,®P, definiscono il piano tangente alla superficie quindi VG & ortogonale al piano
tangente in xg.
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e Esempio
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Calcolare la retta normale ed il piano tangente alla superficie di equazione implicita
3xyz — 23 —a® =0,
nel punto zg = 0,4y = a, essendo a # 0. Si ha G(x) = 3zyz — 2° — a3, da cui
VG (x) = 3yze; + 3xzes + (3zy — 32%)es,
ed essendo xp = (0,a, —a), si ottiene

VG(x0) = —3a’e; — 3a’es.

L’equazione della retta normale alla superficie in xg sara

x = —3a’t
y=a
2= —a — 3a?t

L’equazione del piano tangente sara
z+z+a=0.




Capitolo 6

Integrazione delle funzioni di piu
variabili

6.1 Insiemi misurabili

Consideriamo il rettangolo R = {(z,y) € R? : a < x < b,c < y < d} e denotiamo con mis(R) =
(b —a)(d — ¢), la sua area. Chiameremo plurirettangolo R 'insieme dato dall'unione di un numero
finito di rettangoli R;, (i = 1,...,n), privi di punti interni comuni e definiremo mis(R) = Y 7, mis(R;).
Sia D un insieme limitato di R? e denotiamo con Rp 'insieme di tutti i plurirettangoli contenenti D
e con R, l'insieme di tutti i plurirettangoli contenuti in D. Diremo che D ¢ misurabile se si verifica

uno dei seguenti casi.

e D ¢ privo di punti interni e

_inf {mis(R)} = 0.
ReRpP

Allora D ¢ un insieme di misura nulla ovvero mis(D) = 0.

e D ¢ dotato di punti interni e risulta

inf {mis(R)} = sup {mis(R)} = A.
ReRp Rer’,
Allora mis(D) = A.

Se l'insieme D non ¢ limitato esso si dira misurabile se risultano misurabili le sue intersezioni con un
qualunque cerchio. L’estremo superiore delle misure di queste intersezioni sara la misura di D.

Semplici esempi di insiemi misurabili in R? sono i domini normali.
Siano a(x) e () due funzioni integrabili in [a,b] e tali che a(x) < B(x), Vo € [a,b]. Consideriamo
Iinsieme D = {(z,y) € R? :a < x < b,a(z) <y < B(x)}. Sidice che D & un dominio normale rispetto
all’asse x. Verifichiamo che D ¢ un insieme misurabile. Infatti, per ogni partizione P di [a,b] si puo
costruire l'insieme Rp(P) dei plurirettangoli Rp contenenti D e l'insieme R,(P) dei plurirettangoli
R', contenuti in D tali che

mis(Rp) = S(B, P) — s(a, P), mis(Rp) = s(8,P) — S(a, P).
dove S e s indicano rispettivamente le somme integrali superiore e inferiore. Si ha

inf mis(Rp) = inf[S(5, P) — s(«, P)] = inf S(B, P) — sup s(«, P)
P P P P

supmis(Rp) = sup[s(3, P) — S(a, P)] = sup (8, P) — inf S(«, P).
P P P P

81
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Ma per l'integrabilita di o e di § si ha infp S(5, P) = supp s(B, P) e supp s(a, P) = infp S(a, P), e
quindi

inf mis(Rp) = sup mis(R}p).

P P

Ne segue la misurabilita di D. Si ha inoltre

b
mis(D) = / B(z) — a(z)] da.

Notiamo che se fosse @ = = f in [a, b], D coinciderebbe con il grafico di f. In tal caso si avrebbe un
insieme privo di punti interni e tale che

III})f mis(Rp) = 0.

Cid significa che il grafico di una funzione integrabile ha misura nulla in R2.

Analogamente, date due funzioni integrabili v(y), d(y) definite in [c,d], con vy(y) < §(y), Vy € [c, d],
Iinsieme D = {(z,y) € R? : y(y) < 2 < 6(y),c <y < d}, si dice dominio normale rispetto all’asse y e
risulta un insieme misurabile, con

d
mis(D) = / 5(y) — ()] dy.

Se le funzioni «, 3,7, degli esempi precedenti sono anche derivabili con derivate prime continue,
allora i loro grafici saranno curve regolari ed i domini D si diranno domini normali regolari. Tutti
gli insiemi piani delimitati da curve regolari a tratti si possono decomporre nella unione di domini
normali regolari privi di punti interni in comune, e quindi risultano misurabili (vedi figura).

Concetti analoghi possono essere introdotti in R3. Sia R il parallelepipedo definito da {(z,y,z) €
R3:a<z<d,b<y<¥,c<z<} Denoteremo con mis(R) = (a' — a)(b/ — b)(¢ — ¢) il suo
volume. Diremo pluriparallelepipedo R I'insieme dato dall’unione di un numero finito di parallelepipedi
Ri(i = 1,...,n) privi di punti interni comuni e definiamo mis(R) = "% , mis(R;). Sia T C R?, limitato.
Denotati con Ry linsieme di tutti i pluriparallelepipedi contenenti 7' e con R/, l'insieme di tutti i
pluriparallelepipedi contenuti in 7', diremo che T' & misurabile (o cubabile) se si verifica uno dei seguenti

casl.
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7
&

§

e T & privo di punti interni e si ha

_inf mis(R) = 0.
ReRT

Allora mis(7") = 0.

e L’estremo superiore delle misure dei pluriparallelepipedi di R/ coincide con l'estremo inferiore delle
misure dei pluriparallelepipedi di R7. In tal caso

mis(T) = inf mis(R) = sup mis(R').
REeERT R/GR/T

Un insieme 7' € R3 non limitato si dice misurabile se sono misurabili le sue intersezioni con una
qualunque sfera. L’estremo superiore delle misure di tali intersezioni sara la misura di 7.

Dato Iinsieme D C R? e il numero h € R, diremo cilindro (in senso generalizzato) I'insieme T' C R?
definito da T' = D x [0, h]. Si dimostra facilmente che se D ¢ limitato e misurabile allora T ¢ misurabile
e si ha

mis(7T") = mis(D) - h.

Si dice pluricilindro 'unione di un numero finito di cilindri privi di punti interni in comune. La sua
misura sara la somma delle misure dei singoli cilindri.

Sia f: D C R? —» R*. L'insieme T = {(z,y,2) € R®: (x,y) € D,0 < 2 < f(z,y)} si dice cilindroide
relativo a D. Si puo dimostrare che se D e limitato e misurabile e se f € continua in D, allora il
cilindroide T' € misurabile.

6.2 Integrali doppi

Sia D € R? un insieme misurabile e sia f(z,y) una funzione limitata e non negativa in D. Effettuiamo
una partizione P di D in un numero finito di sottoinsiemi D; misurabili tali che D = U}, D; e

o [¢]
D; N Dj= 0 per i # j. Siano m; e M; rispettivamente 'estremo inferiore e I’estremo superiore di f in
D;. Consideriamo le somme integrali

s(f,P)=>>_m; mis(D;),  S(f,P)=">_ M, mis(Dy),
i=1 ;
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che rappresentano le misure di due pluricilindri, il primo contenuto ed il secondo contenente il cilin-
droide di f relativo a D. Poiché m; < M;, (i = 1,...n), si ha, per ogni partizione P,

s(f, P) < S(f, P).

Inoltre, se si considera un raffinamento P’ della partizione P, ad esempio in modo tale che gli insiemi
D, abbiano diametro inferiore a quello degli insiemi nella partizione P, si ha

s(f,P") > s(f.P),  S(f.P)<S(fP).
Al variare di tutte le possibili partizioni, si avra

supls(f, P)] < inf[S(f, P)].
P P

Si dice allora che f(z,y) € integrabile in D se accade che

sup[s(f, P)] = inf[S(f, P)] = Ip,

B
= | /D f(z, ) dady,

detto integrale doppio di f esteso al dominio D. In forma piu sintetica si scrive anche

e si pone

Ip = /Df(x)dxa

dove x = (z,y).

In base a questa definizione e al risultato del paragrafo precedente sulla misurabilita del cilindroide
T ={(z,y,2) € R®: (x,y) € D,0 < z < f(z,y)}, 'integrale doppio della funzione f(x,y) continua in
D assume il significato geometrico della misura di T, ovvero del volume del cilindroide di sezione D,

wis(?) = [ fx)dx
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Notiamo che, se f(z,y) = 1,V(z,y) € D, allora si ha m; = M; = 1 e s(f,P) = S(f,P) =
> mis(D;) = mis(D). Ne segue

/dX:mis(D).

D

Se f ha segno variabile in D, si pud sempre considerare la funzione ausiliaria g(z,y) = f(z,y) + k
(k > 0) dove, essendo f limitata, k & tale che |f(z,y)| < k. In tal caso g(z,y) € non negativa in D e

si ha
supls(g, P)] — inf[S(g, P)] = sup[s(f, P)] + kmis(D) — inf(S(, P)] ~ kmis(D)
P P

= sup[S(f, P)] - l%f[S(f, P)]
P

Quindi, se g & integrabile lo sara anche f e si avra
/ f(x)dx = / g(x)dx — k mis(D).
D D

Si puo osservare che la precedente definizione di funzione integrabile ¢ formalmente simile a quella
data per funzioni di una sola variabile. Questa analogia consente di stabilire il seguente teorema di
integrabilta, analogo a quello dimostrato per le funzioni di una variabile.

Teorema 6.1 Data f: D C R> = R con D limitato e misurabile, condizione necessaria e sufficiente
affinché essa sia integrabile in D ¢ che, fissato un € > 0, esista una partizione P di D tale che

S(f7P) —S(f,P) <E.
La dimostrazione di questo teorema e identica a quella effettuata per funzioni di una sola variabile, in
quanto fa riferimento ai soli concetti di partizione e di somme integrali e non verra quindi ripetuta.
Il seguente teorema, che non dimostreremo, costituisce una importante condizione sufficiente per

I'integrabilita.

Teorema 6.2 Sia data f : D C R? — R con D limitato e misurabile. Se f ¢ continua in D, eccettuato
al pit un insieme Uy di misura nulla, allora f ¢ integrabile in D.

Come corollario a questo teorema segue anche che se f e g sono due funzioni continue, definite in un
insieme limitato e misurabile e risulta

f(x,y)zg(x,y), V(Ji,y) ED\U[),
allora le due funzioni sono integrabili e i loro integrali estesi a D coincidono.

Gli integrali doppi soddisfano proprieta analoghe a quelle degli integrali delle funzioni di una variabile.
Le piu importanti sono le seguenti.

1) Date due funzioni f e g integrabili in D e dati ¢1,c2 € R si ha

//D[le(x,y) + cag(z,y)] dzdy = c1 //D flx,y)dedy + co //D g(z,y) dzdy.

2) Siano D; e Do due sottoinsiemi misurabili di D tali che D1 U Dy = D e Dy N Do= (). Per ogni f
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integrabile in D si ha

//D f(z,y) dzdy :/Dl f(z,y) d:1:dy—|—/D2 f(z,y) dzdy.

3) Se f e g sono due funzioni integrabili in D e tali che f(z,y) > g(z,y),V(z,y) € D, si ha

//D flz,y)daedy > //D g(z,y) dzdy.

4) Dalla proprieta precedente segue che, essendo —|f(x)| < f(x) < |f(x)], si ha

_Ammwgéﬂwwgémwﬁ,

Aﬁ@mxgéu@ym

5) (Teorema della media). Se f & continua in un insieme misurabile chiuso e limitato D, esiste un
punto X € D tale che

da cui

/f@mx:ﬂmmmpy
D

La dimostrazione di questa proprieta e simile al caso delle funzioni di una variabile. Nel nostro caso,
detti m ed M rispettivamente il minimo e il massimo di f in D, scriviamo la diseguaglianza

m< f(x) <M, VxeD.

Integrando su D e tenendo conto delle proprieta 1) e 3) si ha
m mis(D) < / f(x)dx < M mis(D),
D

da cui

1
mSM/Df(x)dng.

Per la sua continuita, f assumera in D tutti i valori compresi tra m ed M e quindi esistera un X tale
che .
X)= — x) dx.
169 = s [ 10

6.3 Formule di riduzione per gli integrali doppi

Consideriamo nel piano cartesiano un dominio normale rispetto all’asse z, dato da D = {(x,y) €
R?:a <z <boax) <y<pB(x)} Sia f(r,y) continua in D e quindi integrabile. Fissato z € [a, b]
consideriamo la quantita
B(z)
/ f(@,y)dy.

o(z)
Poiché f(x,y) ¢ continua, la sua restrizione per x = & ¢ una funzione continua di y. Inoltre, per
ogni x € [a,b] si ha a(z) < B(z) e quindi a(z) < 5(Z). Queste osservazioni danno senso all’integrale
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3

oz =)

precedente, comunque si scelga Z nell’intervallo [a,b]. Esso rappresenta geometricamente 1’area della
sezione del cilindroide T di f relativo a D, sul piano = = .

Definiamo ora la funzione

B(x)
G(z) = / L T

Si puo dimostrare che, se a(z) e f(x) sono continue in [a,b], allora G(x) € continua in [a,b]. Essa
risulta quindi integrabile e si ha

b
/ G(z)dz =sups(G, P) = i%f S(G, P),
a P

dove s(G, P) e S(G, P) sono rispettivamente le somme integrali inferiore e superiore di G per una
data partizione P dell'intervallo [a,b]. Si puo osservare che s e S rappresentano le misure di due
pluricilindroidi 75 e Ts. In generale T non ¢ contenuto in 7', ne Ts contiene T'. Sussiste tuttavia la
diseguaglianza

s(G,P) <mis(T) < S(G, P), VP.

Allora dall’integrabilita di G si dovra necessariamente avere
b
/ G(z)dz = mis(T).
a

Ne segue la formula di riduzione per gli integrali doppi estesi ad un dominio normale rispetto all’asse

' | s@wasay= | e / f()) f(e, ) dy.

In modo analogo, considerato un dominio normale rispetto all’asse y, sotto le corrispondenti ipotesi,

si ricava
d 3(y)
// f(x,y)dwdyz/ dy/ f(z,y)dz.
D c ()

Se nelle formule precedenti si pone f(z,y) = 1,¥(z,y) € D, si ottiene il risultato gia noto

mis(D) — // dady = f;;[ﬁ(x) —a(z)]dz, se D & normale fispetto a T
D J210(y) —v(y)]dy, se D & normale rispetto a y
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o Esempi
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2
1) Consideriamo il dominio D compreso tra ’arco di ellisse di equazione 2—; + g—g =1 del primo

quadrante e gli assi x e y. Vogliamo calcolare

// x dzdy.
D

Il dominio D risulta normale sia rispetto all’asse x che rispetto all’asse y. Come dominio normale
rispetto all’asse x esso ¢ dato da

D 0<z<a
|0<y < 2Va2 — 22

Mediante la formula di riduzione, otteniamo

a a?—x2 a27x2
// mdxdy:/ dx/ xdy—/ a:d:c/
D 0 0

) b
:/ a\/az—x%dx:—za/ —2$\/a2—x2dx:§a2
0 0

2) Calcoliamo l'integrale doppio

//D(2az —y+ 3) dady,

dove D ¢ il dominio compreso tra la parabola y = 22 e la retta y = 2. Anche in questo caso il
dominio puo essere visto come normale rispetto all’asse delle o all’asse delle y. Considerato
come dominio normale rispetto all’asse x si ha

0<z<l1
D: =T
? <y<ua.

Si ottiene cosi

2 y=a
// 2:B—y+3d:cdy—/ dx/ 2:U—y—|—3dy—/ [2xy—y2+3y} dz
y=a?
4
:/0 (2:5 —?+3$—2x + — 5 —3x2> dx

1 4
3 3
:/0 <3x—2x2—2x3+3;>dx:5.

Considerato come dominio normale rispetto all’asse delle y, si ha

<y <
D : O=sy=<l
y<xz<.,/y.

Ne segue che

1 1
// 2z —y + 3) dzdy / dy/ 2x—y+3)dx:/ [:r — xy + 3z _;/ydy
0 0

1
3
/0 —2y—Vy)dy = .

5
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3) Vogliamo calcolare il volume della regione T dello spazio delimitata dal paraboloide di
equazione z = x? + y? ed il piano z = h%. Tale volume & dato da

//D(h2 — - yz) dzdy,

dove D ¢ il cerchio di raggio h e centro nell’origine del piano x,y. Considerando D come dominio
normale rispetto all’asse x si ha

D- —-h<z<h
VR =22 <y < VA2 -2

Si ottiene allora

(h? — 22 — y?) dady = hd hLzz(h?— 2 _9%)d
D Y = —h v VhZ—z2 v Y Y
h

31 VhE—az2
—h

3 v
= /_}; %(h2 — 2?)V/h2 — z2dx
Quest’ultimo integrale puo essere risolto mediante la sostituzione z = hsint. Si ottiene
/’; ;l(h2 - a:Q)\/de = §h4 /7;//22 cos* tdt = h247r.

4) Calcoliamo l'integrale doppio

—-1<z<1
// ly — 2?|dady, dove D : =T=
D -1<y<1

A causa del valore assoluto, dobbiamo distinguere due casi. In D si ha

9 ( yeD -1<z<1
—x x, :
Y Yy 1 x2§y§1
=l = l<z<l
2 LTS
T4 — z,y) € Do :
y (z,y) € Dy gy <a?

Utilizzando la proprieta 2) si ottiene

//D|y_932|d$dy://Dl(y—ﬂzZ)dmdy+//DQ(:c2—y)da:dy.

1 1 1 x?
// |y—x2|dxdy:/ dx/ (y — 2)dy+/ dx/ (x2—y)dy
D -1 22 -1 -1
1 2 1 1 9+ 2
= / [y — wa} dx + / [5521/ — y] dz
1 2 22 —1 2 —1

! 12
= / (' +1)dz = =,
. 5

Si ha
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// e Y dzxdy,
D

dove D ¢ la regione di piano compresa tra i due quadrati

—-1<z<1 —2<x<?2
Dy : == Dy : =T=
-1<y<l1 —2<y<2

5) Calcolare 'integrale doppio

Tenuto conto della proprieta 2) si ha

// "V dzdy = // "V dzdy + // ™Y dady.
Do Dy D

// et dxdy = // "t dady — // et dady
D Do Dy
2 2 1 1
—/ diL‘/ ex+ydy—/ dw/ e dy
/ xdm/ eYdy — / e dx/ e¥dy

—e 2?2 —(e—e1)? =2cosh4 — 2cosh 2.

Otteniamo cosi,

6.4 Cambiamento di variabili negli integrali doppi

Sia K C R? un dominio limitato con frontiera regolare a tratti e sia ® : K — R? una funzione di
componenti ¢1(u,v), p2(u,v), con (u,v) € K, tale che

decCHK),  detJ(u,v)#0, Y(u,v)€K,

essendo J la matrice jacobiana di ®. Detta D I'immagine di ® in R?, poniamo

r = ¢1(u, ) - )
{ZJ:(bz(u,v), (u,v) € K, (z,y) € D,

e supponiamo che queste equazioni mettano in corrispondenza biunivoca 0K con 0D. Allora si puo
dimostrare che le equazioni precedenti stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra tutto K e tutto
D.

Se z e y sono coordinate cartesiane in D, le funzioni ¢; e ¢o individuano nuove coordinate w,v in R?,
che diremo coordinate curvilinee. Preso un punto (ug,vg) € K le due curve

Cu: T = g1(w,v) Cy: 7 = ¢1(uo,v) (u,v) € K,
y = ¢a2(u,v0), y = ¢2(uo,v),
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hanno il grafico in D e risultano regolari. Inoltre, i versori tangenti a ciascuna curva in (ug, vp),

J /|

risultano linearmente indipendenti a causa della ipotesi det.J # 0. Le curve C, e C, si dicono linee co-
ordinate ed ey, €,, versori del sistema di coordinate u,v. Porremo inoltre |det.J| = |.J| e lo chiameremo
jacobiano della trasformazione dalle coordinate u, v alle coordinate x,y.

I

%
ov

ox| ||, _ox
oul.ll” Y v

e—aj
Y o

Un esempio gia noto di coordinate curvilinee nel piano e quello delle coordinate polari, definite da
x = pcosf 9
. K ={(p,0) e R*:p>0,0€[0,2n[}.
y = psinb,

In tal caso, preso un punto (pg, 0o) € K, le curve C, e Cq, passanti per (po, ) sono rispettivamente un
segmento di retta per l'origine ed un arco di circonferenza di centro 'origine e raggio pg. Si ha inoltre

17| %ﬁ %ﬁé cosf) —psinf >0 e, = cosfle; + sinfey
=loy oy| = | = ,
{T% (Tz sinf  pcosd ’ egp = —sinfeq + cos fes.

Ritornando al caso generale, poiché K e delimitato da una curva regolare a tratti, esso risulta misura-
bile. La corrispondenza tra K e 0D e la condizione ® € C*(K), implicano che anche 9D & regolare
a tratti e quindi D risulta misurabile.

Vogliamo trovare una formula per esprimere la misura di D tramite le nuove coordinate in K. A tale
scopo consideriamo 'insieme R dei plurirettangoli contenenti K e I'insieme R’ dei plurirettangoli
contenuti in K, ottenuti mediante una partizione P. Fissato un plurirettangolo di R consideriamo
il suo i-esimo rettangolo K; e sia (u;,v;) un suo spigolo (vedi figura). Tramite la trasformazione
x = ®(u,v), a K; corrispondera un quadrilatero curvilineo D; di vertice (z;,y;) corrispondente a
(ui,v;). Dette Au e Av le misure dei lati di K; si avra

mis(K;) = AulAw.
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I lati corrispondenti di D; saranno dati dagli incrementi delle ascisse curvilinee su C, e C, passanti per
0x 0x

(u;, v;), ovvero
ui+Au vi+Av
As, = — | du As, = —
Y ou ’ R v

e la misura di D; si potra pensare come 'area di un parallelogramma curvilineo, il cui valore approssi-
mato ¢ dato dalla norma del prodotto vettoriale tra i due vettori tangenti ai lati curvilinei in (z;, y;),
di lunghezza pari agli incrementi As, e As,. A meno di infinitesimi di ordine superiore a Au e Av
possiamo confondere gli incrementi As, e As, delle ascisse curvilinee s, e s, con i loro differenziali
ottenendo

do,

Asy, = ox Au, Asy = ox Av,
oull., . 0V || (s v
(ui,v3) (ui,v3)
e di conseguenza ricaviamo
mis(D;) = ||Asyey X Asye,|| = % X 8—}( AulAv
ou (i) v (i 01)

= |J (u;, v;)|AuAv.
Poiché AuAv = mis(Kj;), avremo
mis(Di) = mis(Ki)|J(ui, 1)2‘)|,

da cui

Zmlb Zmls )| (wiyv;)]-

D’altra parte, per ogni partizione P si puo scrivere
)

s(|J, P) <Zmls O (i, v7)].

Per Uintegrabilita di |J| in K segue che

i i i Vi)| 2 P) :
u]ngmls( 1anmls )| (ws, v)| sups(]J| / |J (u,v)| dudv
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Analogamente considerando un plurirettangolo di R/ contenuto in K e detti K/ i suoi rettangoli di
spigoli (u},v]) si ottiene

Zmls Zmls u;,vi)| < S(|J], P),
e, sempre per 'integrabilita di |J|, si ha

supzmls <1nfS(\J] P) / |J (u, v)| dudwv.

Ma per la misurabilita di D,

1%f ZZ: mis(D;) = s%p XZ: mis(D

da cui concludiamo
mis(D) :/ |J (u, v)| dudwv.
K

Sapendo che mis(D) = f f p dzdy, possiamo enunciare il seguente risultato.

Teorema 6.3 Sia K un dominio limitato con frontiera regolare a tratti e sia x = ®(u,v) una trasfor-
mazione di coordinate con ® € CY(K), a valori in D, con |J| # 0 in K e tale da garantire una
corrispondenza biunivoca tra 0K e 0D. Allora

//D dwdy = //K | J (u,v)| dudv.

Calcoliamo I'area della superficie della regione D del primo quadrante del piano z,y delimitato
dalle due iperboli 2y = a? e zy = b?> con 0 < a < be dalle rette y = ax e y = B, con 0 < a < 3
(vedi figura). L’area della superficie D ¢ data da mis(D) = [[, dzdy.

e Esempio

Consideriamo la trasformazione di coordinate

SHES

Ty = u,

Il dominio corrispondente & K = {(u,v) € R? : a® <u < b*,a < v < B}. Si pud scrivere

=,/
v u,v) € K,
y = /o, (u,v)

e si ha
|| = 2 “ny !
J 2v/uv =—>0.
1
Va3 2v

Questa trasformazione soddisfa tutte le ipotesi del teorema 6.3. Si ottiene allora

//D dxdy://K]J(u,vﬂdudv:/ du/ —a 1n§.
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'8  CTSSS P

La tesi del teorema 6.3 sussiste anche nel caso in cui le ipotesi non siano soddisfatte in un sottoinsieme
di misura nulla di D. Consideriamo ad esempio il dominio costituito dalla corona circolare D di centro
l'origine, raggio interno r e raggio esterno R,

D= {(z,y) e R? : ? <22 +¢* < R?}.
Trasformando in coordinate polari si ottiene il dominio
K={(p,0) eR?:r<p<R,Hc|02r[}.

La frontiera 0K non ¢ in corrispondenza biunivoca con 0D in quanto ai valori # = 0er < p < R
corrispondono i punti interni di D datidar <z < R,y =0.

1in

a W
) &

r<p<R r<p<R
Q=21 Q<827 1

Come altro esempio consideriamo il cerchio D di centro l'origine e raggio R
D ={(z,y) € R?:0 < 2% +¢* < R?}.
Trasformando in coordinate polari, si ha
K={(p,0) cR?:0< p<R,0€[0,2n[},

e, per p =0, si ha |[J| = 0.
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1

1y

p<R I <p<R
0«2 0=8«<2m—1mn

In ambedue i casi si puo pensare D come il limite di una successione di domini per i quali sussistono

le ipotesi del teorema 6.3. In particolare, nel caso della corona circolare consideriamo la successione
{K,}, dove

1
KF{WMW:TEMR&E [O,QTF_TJ}‘

Si ha
27‘(—% R
mis(D) = lim // pdpdf = li_}rn d@/ pdp

Nel caso del cerchio consideriamo la successione { K}, con

1
Kn:{( ,0) e R?: —<p<Ree [0 Qw—n]},

e si ha

27r7% R
mis(D) = lim // pdpdd = lim d@/ pdp

hmf 27r—1 R2—i = nR2.
n—oo0 2 n n2

La conseguenza di questi risultati & che il teorema 6.3 continua ad essere valido se le ipotesi sono
soddisfatte per una coppia di successioni di domini {K,} e {D,} e se accade che lim,_, o mis(K,,) =
mis(K) e limy, oo mis(D,,) = mis(D).

Con una dimostrazione analoga a quella del teorema 6.3 si puo provare la formula di trasformazione
degli integrali doppi per cambiamento di variabili. Sussiste il seguente risultato.

Teorema 6.4 Sotto le stesse ipotesi del teorema 6.3, data la funzione f(x,y), continua in D, si ha

//D fla,y) dwdy://K Flo1(u,v), pa(u, v)]|J (u,v)| dudv.
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Dim. Applicando il teorema della media al risultato del teorema 6.3 si ha, per un qualunque dominio
misurabile D,

mis(D) — / /K 1, )| dudv = |J (u*, v*)| mis(K).

dove (u*,v*) & un opportuno punto di K. Effettuata allora una partizione di K in sottodomini Kj, e
denotati con D; i corrispondenti domini in D, si puo scrivere

mis(D;) = |J(u], v} )| mis(Kj;).

Supponiamo ora che la funzione f sia non negativa in tutto D. Moltiplicando ambo i membri di questa
relazione per m; = infp, f(x,y) = infg, f(é1(u,v), p2(u, v)) e sommando su i si ottiene

Zmi mis(D;) = Zi%ff(%(u, v), P2(u, v))[J| mis(K;) > Zigif[f(%(u,v)v P2 (u, v))|J|] mis(K;)

7

= s(fJ], P).

Analogamente, moltiplicando per M; = supp, f(z,y) = supg, f(é1(u,v), ¢2(u,v)) e sommando su 7 si
ottiene

> Mymis(Dy) = 37 sup (61 (). G2(ot )| mis() < 37 supl (61 1,0). i (u,0)) ] mis(K7)

= S(f1J1, P)-

Prendendo rispettivamente il sup e I'inf dei membri estremi di queste due diseguaglianze al variare
della partizione e tenuto conto della integrabilita di f(z,y) in D e di f[¢1(u,v), p2(u,v)]|J(u,v)| in
K, avremo

//D f(z,y)dedy > //K flo1(u,v), p2(u,v)]|J (u,v)| dudv,
//D f(z,y)dady < //K flo1(u,v), pa(u, v)]|J (u,v)| dudv,

da cui, necessariamente, segue la tesi. Se la funzione f non fosse non negativa in tutto D, la dimostra-
zone si si potrebbe ripetere considerando la funzione g(x,y) = f(x,y) + h dove h = |infp f(x,y)|, che
risulta non negatva in D. Si verifica facilmente la tesi anche in questo caso.

e Esempio

Calcolare l'integrale doppio

dzdy, con D={(z,y) e RT xR" : 2 +¢* < 1}.

1
//D V1+ 22+ 2

Passando a coordinate polari otteniamo
K:{(p,e)e]RQ:()gngogegg}.

Poiché |J| = p, si ha |J| = 0 per p = 0. Anche nel caso del teorema 6.4 vale perd 'osservazione
fatta a proposito della validita del teorema 6.3 e la formula di calcolo per cambiamento di
coordinate vale ancora. Si ottiene

dxdy // p /g /1 pdp T
//D 1+ 22 + 32 K /14 p? 0 0 V1+p? 2 )
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6.5 Calcolo di aree di superfici

Consideriamo una superficie regolare S, definita da

x = ¢1(u,v)
S y:¢2(uav) (u,v) €K,
z = ¢3(u,v),

dove K C R? ¢ chiuso, limitato e connesso e ® € C'(K). Preso un punto (ug,vg) € K, sia xq il
) p 9 9

punto corrispondente di .S. Sappiamo che, fissato v = vy e facendo variare u le equazioni precedenti

descrivono una curva regolare C,, passante per X, il cui versore tangente in xg € dato da

eu = (Du‘(UQ,vo)/H(bu‘(uo,vo)||'

Analogamente, fissato u = ug e facendo variare v si ottiene una curva regolare C, per xg, il cui versore
tangente e

€y = (I)v‘(uo,vo)/”(pv‘(uo,vo)H'

Per la regolarita di S i parametri u e v costituiscono un sistema di coordinate curvilinee sulla superficie
S. In modo analogo a quanto visto per il cambiamento di variabili negli integrali doppi, possiamo fare
una partizione P della superficie S in un numero finito di porzioni S; (i = 1,...,n), tutte contenute
in S e delimitate da archi di curve C, e C,. Se indichiamo con As, e As, le lunghezze di una coppia
di tali archi, ’area approssimata del parallelogramma curvilineo che approssima la superficie della
porzione S; sara data da

As(Si) = [[Asyey x Asyey|| = |’(I)u‘(ui7vi) X (I)v‘(ui,uz-)HAUAvv

essendo Au e Av gli incrementi delle variabili in K. Sommando i contributi di tutte le porzioni di
superficie, al variare della partizione P su S, otteniamo un insieme di aree che ammette come estremo
superiore ’area della superficie di S. In altri termini otteniamo

Ag(S) =sup Y Ag(S;) =sup Y _ [y x Oy |mis(K;) = // |®, x @, dudo.
P i P i K

Se la superficie ¢ data in forma esplicita z = f(x,y) dove f & una funzione continua con derivate
parziali continue in un dominio A C R? chiuso, limitato e connesso, allora, ponendo

r=u
S:qy=v (u,v) € A.
z = f(u,v),

Si ottiene

- af\2 af\2
HCI)qu)U‘—\/l-F(au) +(8v)’

e di conseguenza la formula per il calcolo della superficie diventa

asr= [ e () ()
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1) Calcolare larea della superficie di una sfera di raggio R.

Le equazioni parametriche della sfera di raggio R sono

x = Rsinfcosy
S <y = Rsinfsiny (0,¢) € K,

z = Rcos¥,
dove K = [0, 7] x [0, 27x[. Si ottiene

®y = (Rcosfcostp, Rcosfsiny, —Rsin0),
¢, = (—Rsinfsinty, Rsinf cos 1, 0),

da cui
| @ x By = R?sin 6.

Si ricava cosi,

2w T
Ag(S) = / dy / R?sin 0 df = 2n R?[— cos 0§ = 47 R
0 0

OSSERVAZIONE. Si deve notare che 6,1 perdono il requisito di coordinate curvilinee su S per
# = 0,7 a causa della non biunivocita della corrispondenza coi punti dell’asse z. Tuttavia,
se si considerano i domini K, = [%,ﬂ' — %] x [0,2x], con n € IN arbitrario, le coordinate 6,1
sono effettive coordinate curvilinee in S ed inoltre, detta A,, 'area della porzione di S ottenuta
per (6,v) € K,, si ha lim,_,- A, = Ag(S). Cio giustifica la validita della formula del calcolo

dell’area di una superficie anche in tal caso.

2) Calcolare I’area della superficie del cilindro di equazione 32 + 22 = R? contenuta nella regione
di spazio individuata da z > 0, |z| <y, y > 0.

In questo caso possiamo esprimere la superficie in forma esplicita scrivendo

z=flz,y)=VR2—y2, (z,y) €A, A={(z,y) eR*:0<y<R,z| <y}

Poiché si ha
aof _
or

of -y

oy " VR

// 1Y g /R /y S S I
_|_ €T = X
A Rz =2 YT —y V1?2 —y? !

:/R 2 gy - [—m%ﬂ}R:?R?
0 VR?—y? 0

0,

si ottiene
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6.6 Integrali di superficie

Sia S una superficie regolare definita da ® : K C R?2 — R? con K limitato, chiuso e connesso e sia f(x)
una funzione definita in un dominio 7' C R? contenente S, continua in 7. Facciamo una partizione di
K in un numero finito di domini K, non aventi punti interni in comune. A questi K; corrisponderanno
altrettante superfici 5;, prive di punti interni in comune, la cui area puo essere approssimata a

AS(S’L) = ||(bu‘(u“'ul) X (I)U|(u1,vl)”AUAU

Siano m; e M; rispettivamente ’estremo inferiore e ’estremo superiore della restrizione di f in S;. Se
al variare della partizione P su S si ha

Sl}ipzi: m;As(S;) = ngfzi: M;As(S;) = Ig,

allora si pone
Is = / f(x)ds,
S

che si chiama integrale di superficie della funzione f. Sotto le condizioni date, I'integrale di superficie
di f esiste e si ha

/Sf(x) ds = //K Fl61 (1, 0), (11, v), 5w, )] [ X Do| dud.

Nel caso in cui la superficie ammetta la rappresentazione cartesiana z = ¢(z,y), si ha

fx)dS =[] flz,y,d(z,y)]}/1+ g0 2+ 90 2cl:r:dy,
foras=f (5:) ()

dove A ¢ un dominio limitato e connesso.

e Esempio

Data la funzione f(x) = 22 + 4% + 22 e la porzione S di paraboloide di equazione z = %(xQ +12)
con 0 < z <1, calcolare I'integrale di superficie di f su S.

Si ha

1
/ f(x)dS = // [wQ +y' + "+ y2)2] V1 + a2+ y? dady,
S A
dove A = {(z,y) € R2:22+4% < 2}. Passando in coordinate polari si ottiene
27 \/i 1
/ f(x)dS = / dH/ <p2 + 4p4> V 1+ p?pdp.
s 0 0

Mediante la sostituzione /1 + p2 = t, si ha p? = t? — 1, pdp = tdt, da cui

as =2 E et o2 2ar= 23003 14
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6.7 Integrali tripli

La definizione di integrale triplo si puo introdurre in modo analogo al caso dell’integrale doppio. Si
tratta di estendere a domini tridimensionali e a funzioni in R? quanto & stato detto circa gli integrali
di funzioni di due variabili in domini di R?.

Sia T C R? un insieme cubabile ed f : T — R una funzione limitata in 7. Effettuando una partizione P

e} o
di T in un numero finito di insiemi 7; (per esempio dei parallelepipedi) tali che T' = U?_,T;, T; N T;= 0,
per i # j, denotiamo con m; e M; rispettivamente ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f(x) in
T;. Definiamo le somme integrali inferiore e superiore,

s(f,P)=)Y_mimis(Ty),  S(f,P)=)_ M, mis(T).
i=1 =1

Per ogni partizione P si ha s(f, P) < S(f, P) ed ogni raffinamento P’ di P & tale che
s(f,P') >s(f,P),  S(f,P")<S(fP).
Al variare di tutte le possibili partizioni di 7" si avra

sup[s(f, P)] < f[S(f, P)].
P

Si dice che f(x) ¢ integrabile in T se accade che

supls(f, P)] = inf[S(f, P)] = Ir,
P P

e si pone

IT:///Tf(:U,y,z)dxdydz, o anche IT:/Tf(x)dx.

Diversamente dal caso degli integrali doppi, 'integrale I non ha, in generale, alcun significato geo-
metrico. Tuttavia, nel caso particolare in cui f(x) = 1 identicamente in T, si ha m; = M; = 1, per
ogni T; e, in base alla definizione di insieme cubabile, si ha

A@x:mmﬂ.

In analogia con il caso degli integrali doppi, vale la seguente condizione di integrabilita.

Teorema 6.5 Sia f : T C R®* = R con T limitato e misurabile e sia f continua in T eccettuato al
pit un insieme Vo di misura nulla, allora f é integrabile in T .

Si ha anche, come corollario, che se f e g sono continue in T limitato e misurabile e se
f(x)=yg(x), vxeT\W,

allora le due funzioni sono integrabili in 7" e i loro integrali coincidono.

Per gli integrali tripli si possono provare proprieta analoghe a quelle date per gli integrali doppi.
Valgono, in particolare, con le dovute modifiche, le proprieta 1) —5) del paragrafo 6.2.
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Per quanto riguarda il calcolo, gli integrali tripli ammettono formule di riduzione analoghe a quelle
degli integrali doppi. Dato un insieme D limitato e misurabile e due funzioni ¢1(z,y) e ¢a(z,y)
continue in D e tali che ¢1(z,y) < ¢2(x,y) V(z,y) € D, l'insieme

T= {X € ]R3 : ($,y) € D7¢1(x’y) <z< QZ)Z(Q:?y)}a

si dice dominio normale rispetto al piano x,y. Da quanto detto alla fine del paragrafo 6.1, essendo T’
la differenza tra due cilindroidi relativi a D, esso risultera misurabile. Per domini di questo tipo vale
la seguente formula di riduzione

///Tf(x,y,z) dxdydz://D (/qjj;:j)f(:c,y,z)dz> dzdy.

In questo modo, dopo una prima integrazione su z ci si riduce al calcolo di un integrale doppio. Natu-
ralmente valgono analoghe formule di riduzione per domini normali rispetto agli altri piani coordinati.
Decomponendo un generico dominio 7" misurabile in domini normali, I'uso delle formule di riduzione
e della proprieta di additivita rispetto al dominio, permette il calcolo di un integrale triplo su 7'

e Esempi

1) Calcolare il volume del tetraedro 7" delimitato dai tre piani coordinati e dal piano di equazione
r+2y4+2z—-6=0.

Considerato come dominio normale rispetto al piano z,y, si ha

T={xcR3: (z,y) €D,0< 2<6—x—2y},
D={xcR*:0<x<6,0<y<3—z/2}.

Poiché, in questo caso dobbiamo porre f(x) = 1, identicamente, si ha

wisr) = [ ( [ a2 doay = [ [ / ( [ i) dy] iz
:/06 !/035(6—x—2y)dy] dx:/06 by — oy — 7] % do

:1/06(6—x)2d1‘:i [—(6_356)3]2218,
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in accordo con il risultato ottenibile dalla geometria elementare.

/// ydxdydz,
T

dove T & la regione di Rt x Rt x RT delimitata dal cilindro di equazione 22 + 2% = 1, dai piani
coordinati e dal piano y = 2.

2) Calcolare I'integrale triplo

Si puo pensare a T come a un dominio normale rispetto al piano z, z, ovvero
T={x€cR?: (z,2) € D,0<y<2}
D={(z,2) e R" x RT : 2% 4+ 22 < 1}

Si ottiene cosi,

///Tydwdydzz//D (/Ogydy> dwdz://Ddedz:Qmis(D):g,

Cosi come per gli integrali doppi, si possono ricavare formule per il cambiamento di variabili negli
integrali tripli. Senza ripetere le dimostrazioni gia fatte, riportiamo i risultati essenziali ai fini del
calcolo degli integrali tripli.

Osserviamo innanzitutto che le equazioni

x = ¢1(u,v,w)
y = ¢a2(u,v,w) (u,v,w) € K, (x,y,z) €T,

= ¢3(u7 v, ’LU),

definiscono un sistema di coordinate curvilinee in T se le funzioni ¢y, ¢o, ¢35 € C'(K) stabiliscono una
corrispondenza biunivoca tra i punti di K e quelli di T e se detJ # 0, V(u,v,w) € K, essendo J la
matrice jacobiana della trasformazione di coordinate,
9¢1  9d1  Od1
.
ou v ow
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Fissato un punto (ug, vg, wg) € K chiameremo linee coordinate passanti per xg = ®(ug, vo, wp) le curve
regolari

x = ¢1(u, vy, wo) x = ¢1(ug, v, wp) x = ¢1(ugp, v, w)
Cu: § ¥ = ¢2(u,v9,wo) Co : § y = Pa(up,v,wp) Cw 1§y = ¢2(ug, vo, w)
zZ = ¢3(U,’U0,'ZU()), Z = ¢3(u0,v,w0), Z = ¢3(u07 Vo, 'LU),

e denoteremo con e, e,, €, i loro versori tangenti in xg,

0 0 0
Skl «=zl/15 Jal,

Le coordinate sferiche e le coordinate cilindriche, sono esempi di coordinate curvilinee in R3. Nel
primo caso si ha

e —%
) ’w_aw

e—aj
) ’U_av

e—aj
Y o

x = rsinf cosy
y =rsinfsiny K=R" x (0,7) x [0,27),

z =1cosb,

sinfcosvy rcosfcosy —rsinfsiny
|J| = [sin@sint rcosfsinyy rsinfcost | =r2sinb,
cos 6 —rsinf 0

e, = (sinf cos 1, sin O sin ), cos f),

ep = (cos B cos ), cos B siny, —sinb),

ey = (—sin,cosv,0).
Le curve C, sono archi di rette per l'origine, le curve Cy sono archi di circonferenze di centro 'origine
e con z asse diametrale, le curve Cy, sono archi di circonferenze su piani paralleli al piano z,y e con

centro sull’asse z.
Nel secondo caso si ha

T =1rcosy
y = rsin K =R*"" x[0,27) x R,
z =z,

cos®p —rsiny 0
|J| = |sinyy rcosyp O] =7
0 0 1

e, = (cos,sin, 0)
ey = (—sine,cos,0)
e, =(0,0,1).
Le curve C, sono archi di rette che intersecano ortogonalmente ’asse z, le curve Cy sono archi di

circonferenze su piani paralleli al piano z,y e con centro sull’asse z, le curve C, sono archi di rette
parallele all’asse z.

Dato un dominio misurabile 7 C R3, introdotte coordinate curvilinee (u,v,w) € K mediante la
trasformazione x = ®(u, v, w), (x € T'), e denotato con |J| il determinante della matrice jacobiana, si
dimostra che

mis(T) = // |J (u, v, w)| dudvdw,
K
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/dxz// |J(u, v, w)| dudvdw.
T K

Inoltre, data una funzione f(x) continua nell’insieme misurabile T' C R3, si ha la seguente formula di
trasformazione degli integrali tripli per cambiamento di variabili

da cui segue la formula

/T feoax— [ /K P11 (1, 0, 0), 651, 0, w), 651, v, )] (w, v, )| dudvdw.

e Esempi

1) Calcolare il volume del solido delimitato dai due paraboloidi di equazioni z = z? + 32 e
z=2—x%—y>

2x W

Indicato con T il dominio occupato dal solido, si ha
T={xeR: 2’ +y* <2<2-2" —y*}.

La limitazione su z implica che 2% + y? < 1. Utilizzando coordinate cilindriche si ottiene il
dominio trasformato K, dato da

Kz{(r,lﬁ,Z)€]R320§r§1,0§w§27r,r2§z§2—r2}

Considerando quest’ultimo come un dominio normale rispetto al piano r, 1, essendo |J| = r, si

ottiene
mis(7T) = /// rdrdydz
K
2m 1 2—r2 1
:/ dl/)/ / rdz dT:27T/(2T—2T3)dT:7T.
0 0 r2 0

2) Calcolare 'integrale triplo
/// (2% + yz) dzdydz,
T
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2n

w4

dove T ¢ la regione di R? delimitata dalla sfera di centro 'origine e raggio 1 e dalla falda superiore
del cono di equazione z2 + y? — 22 = 0.

Utilizzando coordinate sferiche il dominio T viene trasformato nel dominio K dato da
K={(r0¢)cR*:0<r<1,0<0<7/4,0<1 < 2n}

Tenuto conto che |.J| = r?siné, si ottiene cosi

/// (2% + yz) dzdydz
T
/4 2 1
= / (/ (/ (% sin? 6 cos® ¢ + 12 sin 6 cos O sin )% sin 0 dr) d¢> do
0 0 0
w/4 2m /q 1
= / </ ( sin® 6 cos? 1) 4 — sin? 6 cos O sin 1/1> d@b) do
0 0 ) D

7r/47( 7 5\/§
_ na3 _ _Fve
—/0 5Sln 9d9—15 (2 .

6.8 Applicazioni degli integrali doppi e tripli

Una importante applicazione degli integrali di funzioni di pit variabili nasce dal piti semplice modello
matematico dei corpi fisici. Dato un corpo B assumeremo che esso occupi una regione di spazio T C R3
chiusa, limitata e misurabile. Nel dominio 7" definiamo una funzione positiva e continua p : T' — R
detta densita di massa. Definiamo massa di B la quantita

m(B) = [ ux)ax.

Tale definizione soddisfa le proprieta elementari del concetto fisico di massa di un corpo, quali la
positivita e I’'additivita.
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Si definisce centro di massa o baricentro di B il punto xg € R3, dato da

C Jppx)xdx 1 ) x dx
= a0 dx = @) J oo

dove, in componenti, la notazione precedente ha il significato seguente,

1

rGg = /// u(ﬂC,y,Z)ﬂ?d.’Edde,
m T
1

Yo = /// (2, y, z) y dedydz,
m T
1

zg = — /// w(z,y, z) zdedydz.
m T

Se una delle tre dimensioni spaziali del corpo ha misura trascurabile rispetto alle altre, si puo definire
una funzione densita superficiale di massa p: S — R dove S & la superficie occupata dal corpo. La
massa di B sara data allora dall’integrale di superficie

xc(B)

m(B)—/Su(X)dS.

Nel caso piano, detto D il dominio occupato dal corpo, si avra pu: D — R e

m(®) = [ nte.dudy,

I1 baricentro di un corpo piano sara dato da

1 1
o = // p(r,y) zdzdy, yo = // w(z,y)y dedy.
m D m D

Se poi il corpo € omogeneo, la densita sara una costante e la massa del corpo sara data dalla misura
della regione di spazio o di superficie moltiplicata per tale costante. In questo caso il baricentro & dato

" ST O S

rispettivamente nei casi tridimensionale e bidimensionale.

L’additivita rispetto al dominio di integrazione implica che se il corpo B viene suddiviso in n parti
Bi, i =1,...,n, e se di ciascuna parte viene calcolato il baricentro x(é), allora il baricentro dell’intero
corpo B sara dato da

X = m(lg)///Tuxd:cdydz = m(lg)zn;///T px dzdydz = m(lg)izn;m(&)xg).

o Esempi

1) Calcolare la massa e il baricentro del cilindro T' = {x € R3 : 22 + y?> < R?2,0 < z < 2z} di
densita pu(x) = poz3%- in T.

Dalla definizione, facendo uso di coordinate cilindriche, si ha

2m R 20
m = / 1(x) dx:#o/ d@b/ rdr/ =0 dz = poR?*zom In 2.
T 0 0 0o %tz
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Per la simmetria del problema si ha z¢ = yg = 0, mentre

2m 220
m/// 7.y, 2)z dedydz = R2207rln2/ @Z}/ / z+zo

1—-In2
In2

l—[z—z01n|z+zg|] =20

2) Calcolare il baricentro di una lamina omogenea a forma di semicerchio D di raggio R. Con-
sideriamo un riferimento sulla lamina piana con origine nel centro del semicerchio e asse x lungo
il suo diametro. Notando che z¢ = 0 e usando coordinate polari, avremo

1 2 (7. R, 4R
G_mis(D)//Dydxdy_wR?/O sm@d&/o rdr—g

Il concetto di baricentro puo essere sfruttato per il calcolo del volume dei solidi di rotazione. Conside-
riamo un dominio D limitato e misurabile nel piano y, z di un riferimento nello spazio tridimensionale
e assumiamo y > 0, Y(y, z) € D. Facendo ruotare D attorno all’asse z di un angolo pari a 27 radianti,
si genera un solido di rotazione T'. Il dominio T si puo trasformare tramite coordinate cilindriche in

!

K ={(r,2) eR3: (r,2) € D', 0 < < 2r}.

Questo dominio risulta normale rispetto al piano r, z e si ha dunque

mis(7T) :///dedydz:/ozw dy //D,rdrdz.

Poiché la coordinata r in D’ coincide con y in D, si ottiene

// rdrdz:// ydydz.
! D

In base alla definizione di baricentro di un corpo piano omogeneo, si ha

mis(T) = /027r dep //D ydydz = 2m mis(D) ya

Questo risultato ¢ anche conosciuto come secondo teorema di Guldino.
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e Esempio

Calcolare il volume di un toro T' ottenuto ruotando la circonferenza di centro C' = (0, 4,0) e
raggio R(< o).

Il dominio D che genera il toro ha misura pari a mR? e baricentro nel centro C della circonferenza.
Di conseguenza ’applicazione diretta del primo teorema di Guldino fornisce

mis(T) = 2r (7 R?)yo = 21> R2yp.

Consideriamo un corpo B che occupa un dominio 7" nello spazio riferito ad un sistema di assi cartesiani
x,y,z. Detta u(x,y,z) la densitda di massa del corpo, si definisce momento di inerzia di B rispetto

all’asse x, la quantita
— []] ntav 2 + ) dodyas
T

Analogamente, si definiscono i momenti di inerzia di B rispetto all’asse y e all’asse z, le quantita

_ / / /T i,y ) (@ + ) dedydz,  L(B) = / / L 1z, y, 2) (2% + ) dudydz

Piu in generale, considerata una retta a nello spazio, si definisce momento di inerzia del corpo B
rispetto all’asse a la quantita

1(B) = [ o) (x.a) x.

dove d(x,a) & la funzione distanza del generico punto x € T dalla retta a. I, viene anche detto
momento d’inerzia assiale di B rispetto ad a. La definizione precedente vale anche nel caso di un
corpo bidimensionale che occupa un dominio D € R?, essendo a una retta del piano o dello spazio.

e Esempio

Calcolare il momento d’inerzia assiale di una lamina omogenea di massa m a forma di cerchio
D di raggio R e centro in (0,0) rispetto all’asse di equazione y = = — a.

La densita (costante) della lamina sara g = ~75. Poiché la distanza del generico punto del
piano dalla retta e
z—y—d

d= )
V2

utilizzando coordinate polari, si ottiene,

) m 2T
Ia:// po———dady = R2/ dH/ (rcos® —rsind —a)*dr

4 2 1 3
= [R +a i —§R4sin9c080+2a%(sin9—cos@) dé
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Una tra le pitt importanti proprieta del momento d’inerzia assiale di un corpo ¢ data dal teorema di
Huygens secondo il quale, date due rette parallele a e o/, distanti tra loro d, e tali che a’ passi per il
baricentro del corpo B si ha

I(B) = I/(B) +m(B) d*.

Per dimostrare questo risultato consideriamo un punto A sull’asse a e denotiamo con x4 e X rispet-
tivamente i vettori posizione di A e di G e poniamo

u=Xx-—Xg, V=X — X4, W = XG — XA,

dove x ¢ il vettore posizione del generico punto P di B. Indicato poi con e il versore dei due assi a e
a’, osserviamo che

d(x,a) =|lvxel, dxd)=]luxel, d=][wxel.

Poiché v =u+ w, si ha
d*(x,0) = [(u+w) xe| - [(u+w)x e
=(uxe)-(uxe)+(wxe) (Wxe)+2(uxe) - (wxe)
= d?(x,d') +d*> +2u-[e x (w x €]

dove, nell’ultimo termine si e sfruttata una proprieta del prodotto misto tra vettori. Per le proprieta
degli integrali si ottiene allora

/Tu(x) d?(x,a) dx
= x) d?(x,a’) dx + d? x) dx ex (wxe)- x)udx
= [ ub e+ [ i axo+2fex wxel)- [ i

T

Il secondo integrale a secondo membro non & altro che la massa del corpo B mentre, facendo uso della
definizione di baricentro e di massa, dall’ultimo integrale a secondo membro otteniamo

[ nxyadx = [ ) (x = x) dx = m(B)xc = x| nix)dx=o.

In definitiva, in base alla definizione di momento d’inerzia assiale si ricava la tesi del teorema. Dal
teorema di Huygens si deduce anche che il momento d’inerzia assiale di un corpo rispetto ad una retta
di data direzione ¢ minimo quando la retta passa per il baricentro del corpo.
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6.9 Derivazione sotto il segno di integrale

Sia f(z,y) una funzione continua in D = [a,b] X [¢,d]. Allora la funzione della sola z

/f:ﬂy

risulta continua in [a, b]. Infatti, poiché f(x,7y) & continua per ogni 7 € [c, d], fissato un € > 0 e scelto
un zg € [a,b], si ha |f(z,y) — f(xo,y)| < € per ogni x tale che |z — x¢| < d(g, ). Per le proprieta degli

integrali, si ha
/fwydy /fwo, dy‘

Allora, considerato J. = mingc(. 4 (¢, %), si ottiene

.TU{L‘()

/ |f(z,y) — f(zo,y)| dy| .

H(z,z0) < (d—c)e, Vo |z — xo| < 0.

In altri termini si ha lim,_,,, H(x,x0) = 0, ovvero, la continuita di fcd f(z,y)dy.
Fatta questa premessa, vogliamo dimostrare che, se la funzione f ammette anche derivata parziale
rispetto a x continua in D, allora sussiste la seguente formula di derivazione sotto il segno di integrale,

d ¢ “of
— ,y)dy = —(z,y)dy, Vx € |a,b|.
dx/cf(wy)y /Caw(xy)y x € la, b]

A tale scopo osserviamo che, se si considera f come funzione della sola x si ha

vof

r = (rmy)dr = f(r,y)ls = f(z,y) — fla, ),

da cui

flaw) = [ S eadr+ fa)

Integrando rispetto a y nell'intervallo [c, d], abbiamo

[*emar= [ [ Liparars [ anan

Ma nell’integrale doppio a secondo membro si puo scambiare I'ordine di integrazione e quindi si ha

/cdfu,y) dy = / </d o dy) r /cdf o

Per la continuita di 9f/0x, la funzione di 7

4y
af (7, y) dy,

c

risulta continua e quindi, dalla equazione precedente, derivando rispetto a x e applicando il teorema
fondamentale del calcolo integrale, si ottiene

d ¢ 49
& [ tenan= [ e
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che ¢ quanto volevamo dimostrare.

Consideriamo ora la funzione

F(x,y,z) = /Z f(z,7)dr,
y

dove f & continua con derivata df/dx continua. Facendo ancora uso del teorema fondamentale del
calcolo integrale, si ottiene

g(x,y,z) :_f(xay)7 %(%y,z) :f(:v,z)

Applichiamo questi risultati al caso in cui y = a(z),z = B(z) sono funzioni derivabili e riguardiamo

la funzione
B(z)

F@ﬂ@%ﬁ@)z/()ﬂ%ﬂdﬂ

come funzione composta. Derivando rispetto a = e facendo uso della regola di derivazione delle funzioni
composte, otteniamo,

ovvero

i ﬁ(m) X, T T = ﬁ(x)gfﬂ’f T /x X X —O/.’IJ Xr,o\Tr
dm1;0f<v>d L@)aﬁ7 Ydr + /() fla, B@)] - o (2) fle, ()]

Quest’ultima formula generalizza la precedente regola di derivazione sotto il segno di integrale.

e Esempio

Calcolare la seguente derivata di integrale,

d 43 9

prima in modo diretto e poi usando la regola di derivazione sotto segno di integrale.

Nel primo modo si ha

d 2177 d 11
— 22y—y— = — 2x3—2x2\/§+—w2—§x—g :6352—535\/5—1—11.%—?.
dz 2z dz 2 2 2 2

Nel secondo caso, osserviamo che sono soddisfatte le condizioni per 'applicabilita della regola di
derivazione sotto segno di integrale e otteniamo

d z+3 ) z+3 ) 1 )
< 222 — y)dy = drdy+ 202~z —3— ——— (222 —
dl’/\/g (2z y)dy /\/E rdy + 2x z—3 Qﬁ(x V)

1 5
:4x(x+3—\/a?)+2x2—x—3—x\/§+§:6x2—5x\/5+11x—§.
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Capitolo 7
Integrali impropri

La teoria degli integrali definiti per le funzioni di una variabile era basata sull’ipotesi che I'intervallo di
integrazione fosse finito e che la funzione da integrare fosse limitata. In alcuni casi € possibile definire
integrali estesi a domini non limitati oppure integrali di funzioni non limitate.

7.1 Integrali estesi ad intervalli non limitati

Sia f(x) una funzione definita nell’intervallo [a,+00) e supponiamo che per ogni b > a essa risulti
integrabile in [a, b]. Vogliamo dare senso alla scrittura

/ " fayae,

detto integrale improprio di f in [a,400). Introdotta la funzione I(b) = ff f(x)dx consideriamo il
limite di I(b) per b — +o00. Se tale limite esiste ed & finito, porremo

o f(z)dz = lim /b f(z)da,

a b—+o0

e diremo che l'integrale improprio di f converge. Se il suddetto limite non esiste, o non ¢ finito, diremo
che l'integrale non converge (o diverge).

e Esempi

1) Dato 'integrale improprio

+o00 1
1:/ e,
0 1+x2

si ha
b
/ dz = arctan b,
0 1 + 1‘2
da cui ,
1
lim dz = E,
b—+o00 0 1 + .1'2 2

quindi l'integrale improprio I converge.

2) Dato l'integrale improprio
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si ha

b .2
e +1 1 1
de =1nb— —= + -
/1 B T oge s

Ne segue che

. b:c2+1
lim

3 dz = +o0.
b—+o00 1 a

quindi I e divergente.

3) Dato l'integrale improprio
+00
1= / cosz dx,
0

si ha

b

/ cosx dx = sinb,
0

da cui

b

lim cosrdr = lim sinb.
b—+o0 Jg b—+o00

Ma quest’ultimo limite non esiste quindi I non & convergente.

4) Consideriamo l'integrale improprio

con a € Rt e studiamo il ,
. 1
lim — dz,
b—+oo J, ¢

al variare di a in R. Osserviamo innanzitutto che per a« = 1 l'integrale diverge. Consideriamo
allora oo # 1. Si ha

b 1 blfa alfa
—dx = — ,
o T¢ l-a 1-«a
da cui,
b 1 al—@
. C— se a>1
lim —dz =4 o’
b—o+oo J, T¢ 400, se a<l1.

Ne segue che I converge per o > 1 e diverge per o < 1.

5) Sia a > 1 e a € R. Studiamo il comportamento dell’integrale improprio

+o00 1
1= [ e
o Z(lnzx)e

)1—(1

1—ab (1
I= lim {(lm) a} )
b—+o0 11—« a “+00 a<l

Se a # 1 abbiamo

Se invece v = 1 si ottiene
I= lim [In(lnz)]’ = +oo.

b—+o0
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Concludiamo quindi

j % a>1
+0oo a<l

Dalla definizione di integrale improprio segue che se i due integrali fa+oo flx)dz e fa+°° g(z)dz con-
vergono, allora, per ogni coppia di numeri A e p, 'integrale improprio

+o0o
t/‘ (@) + pg(a)] da,

converge. La dimostrazione di questa proprieta segue dall’osservare che

/ab[/\f(x) + pg(x)] de = )\/abf(x) dz +M/abg(x) da.

Poiché i due integrali a secondo membro ammettono limite per b — +oo, anche il primo membro
ammettera limite e si avra

[OO[Af(x) + pg(a)] da = A/am ) de + M/:"" o(2) de.

Per gli integrali impropri vale anche la regola di integrazione per parti. Se f e g sono funzioni con
derivate continue in [a, +00), sussiste la formula

+00 +oo
‘/ ﬂmﬂmm=uwmmuw;/ f'(@)g(z) de,

purche due dei tre termini presenti in questa formula abbiano senso.

e Esempio

Calcolare, se risulta convergente, il seguente integrale improprio
“+o00
I, = / x"e " du,
0

essendo n € IN. Mediante una integrazione per parti si ha

b b
_ _x1b -1 —
/ e Fdx = [—x”e $]0+n/ " e dz.
0 0

Passando al limite per b — +oo si ottiene
I, =nl,_1.
Riapplicando successive integrazioni per parti ricaviamo
I, =n(n—-1)(n—2)..2-1 Iy = nll.
L’integrale I,, risulta allora convergente se lo e l'integrale Iy. Poiché

b
. _ . —_z1b
Ip = lim e *dr= lim [—e I]Ozl,
b—+oco Jo b—+o0

concludiamo che I,, ¢ convergente e vale

I, =nl.
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Non sempre ¢ possibile stabilire se un integrale improprio ¢ convergente o meno, facendo uso della
definizione. E tuttavia possibile dimostrare alcuni criteri sufficienti per la convergenza degli integrali
impropri. Considereremo qui i pitt importanti.

Teorema 7.1 (Criterio del confronto) Siano f(x) e g(z) due funzioni integrabili in [a, b], per qualunque
b > a e supponiamo che 0 < f(x) < g(z) per ogni x > a. Allora, se fa+°°g(m)dx converge, anche
fa+o° f(x) dx converge, mentre se fa+oo f(x) dz diverge, allora diverge anche f:_oo g(z) dx.

Dim. Supponiamo che f(joo g(x)dx converga. Posto I(b) = f; f(z)dz, J(b) = ffg(ac) dz, da una
nota proprieta degli integrali, per b > a si ha

0<I(b) < J(b).

Inoltre, essendo f(z) > 0 e g(x) > 0 per x > a, le funzioni I(b) e J(b) risultano non decrescenti in
[a, +00). D’altra parte, poiché J(b) ammette limite finito per b — +o0, dalla diseguaglianza precedente
risulta che I(b) ¢ limitata superiormente. Ne segue che I(b) converge per b — +o0.

La seconda parte del teorema segue immediatamente dalla prima. Infatti, se per ipotesi f;oo f(x)dz

diverge, f;oo g(z) dz non puod convergere senza contraddire l'ipotesi.

e Esempio

Studiare la convergenza dell’integrale

I /+°° tanh d.
o 1+a2+cos?x

tanh z 1
“14a2+cos?z — 1+22’

Poiché si ha

Va € [0, +00),

ed essendo f0+oo I +1x2 dx convergente, in forza del teorema 7.1, si ottiene la convergenza di I.

Teorema 7.2 (Criterio del confronto asintotico) Siano f(x) e g(x) integrabili in [a,b], per qualunque
b e non negative in [a,+00). Supponiamo che esista un T tale che, per x > T sia g(x) > 0 e supponiamo
inoltre che esista il limite

@)

im

z—r+00 g(x) '

Allora se tale limite ¢ finito e diverso da zero, la convergenza (o la divergenza) di fa+°° f(x) dx im-

plica la convergenza (o la divergenza) di fa+oo g(z) dx e viceversa. Se il limite é nullo la convergenza
dell’integrale di g implica la convergenza di quello di f mentre la divergenza dell’integrale di f implica
la divergenza di quello di g. Infine se il limite e infinito, la divergenza dell’integrale di g tmplica la
divergenza di quello di f e la convergenza dell’integrale di f implica la convergenza dell’integrale di g.

Dim. Se il limite del rapporto f/g & k > 0, dalla definizione di limite segue che, Ve > 0 Jz. : k —e <

% < k+e¢e,Vx > x.. Preso x > r1 = max(z., ) si ha g(z) strettamente positiva, quindi scegliendo

€ < k, si puo scrivere
0 <g(z)(k—e¢) < fz) <g@)k+e).
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Se f;;oo g(z)dz converge, convergera anche f;oo(k + e)g(x)dx e, per il teorema 7.1, converge an-
che f;oo f(z)dz. Viceversa, se f;oo f(z)dz converge, allora f;oo(k — g)g(z)dz converge e quindi

;Zoo g(z)dz converge. Analogamente, la divergenza di uno dei due integrali implica la divergenza

dell’altro.
Se il limite del rapporto f/g fosse nullo, allora si avrebbe

()

7)

S~

0<

<eg per r > xg,

KQ
—

da cui, se > max(z.,Z) = z1, si ha 0 < f(x) < e g(z). Utilizzando ancora il criterio del confronto,

concludiamo che la convergenza di f;oo g(z)dz implica la convergenza di f;oo f(z)dz mentre la
divergenza di f;oo f(x)dz implica la divergenza di f;oo g(z)dx.

Se poi il limite di f/g fosse 400, esisterebbe un M tale che, per z > x)y,

f(x) > M g().

Ancora il teorema del confronto ci permette di concludere che la convergenza di fz:jo f(z) dx implica
la convergenza di f;;;o g(x)dzx e la divergenza di f;};o g(x) dz implica la divergenza di ;]\fo f(z)dz.

Notiamo infine che se, per z1 > a, I'integrale f;oo f(z) dz converge (diverge), allora anche fa+oo f(x)dz
converge (diverge) in quanto i due integrali differiscono per un numero finito (lo stesso vale ovviamente
per zpy > a).

e Esempio

Stabilire la natura dell’integrale improprio

/+°° 222 + 1
—dux.
1 23+ 3zr+4

Osserviamo che l'integrando & un infinitesimo dello stesso ordine di % per x — +0o0, e si ha

22241
. x34+3x+4
1 =270

Dal teorema 7.2 segue che l'integrale di partenza si comporta come l'integrale improprio || 1+°° % dz,
il quale ¢ divergente.

Dal teorema del confronto si puo ottenere una condizione necessaria per la convergenza di cui omet-
tiamo la dimostrazione. Essa stabilisce che se f(z) ammette limite per z — 400, allora vale
I’implicazione

“+o0o

f(z)dx convergente =  lim f(x)=0.

a r——+00

Sempre facendo uso del teorema 7.1, si puo provare facilmente il seguente risultato.
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Teorema 7.3 Sia f(z) integrabile in [a,b] per qualunque b > a > 0. Supponiamo che esista un T > a
tale che Vx > z,

0< fla)< M

xia’
essendo M >0 e a > 1. Allora fjoo f(x) dr converge. Se invece, per x > T si ha

) >

X

essendo sempre M > 0, allora f;oo f(x) dx diverge.

Dim. La dimostrazione segue direttamente dal teorema del confronto e da quanto visto sull’integrale
improprio fjoo L dzpera>1lepera=1

Osserviamo ancora che i risultati precedenti ci permettono di stabilire la convergenza o la divergenza
dell’integrale fa+°° f(z)dzx, studiando il comportamento asintotico di f. In particolare, se f non &
un infinitesimo per x — oo, l'integrale non potra convergere, mentre se f(x) € un infinitesimo per
x — oo allora la convergenza dipendera dall’ordine di infinitesimo. Se questo ¢ maggiore di 1 avremo
convergenza, se invece € minore o uguale a 1 l'integrale divergera.

e Esempi

1) Studiare la natura dell’integrale

+o0 )
I:/ 3 :v2 dx
3 x4z +2x+5

Poiché si puo scrivere

T —2 _ T —2 <
w3 +224+20+5 22(x—2)+3x2+22+5  z?’

per il teorema 7.3 si ha la convergenza di I.

2) Stabilire la natura dell’integrale improprio

“+oo 1
/ <1 — cos ) dzx.
1 X

La funzione integranda ¢ un infinitesimo per £ — +o00. Calcolandone ’ordine troviamo che

. 1 —cosi 1
lim ———* =, per a=2
z——+00 = 2
X

Ne segue, per z > T > 1,

1 1 1 1 lie
—6<w2<1—cos><+€ — <1—cos><22.

2 T 2 T x

Per il teorema 7.3, otteniamo quindi la convergenza dell’integrale.

3) Stabilire la natura dell’integrale

+oo T
/ (— — arctan $> dx.
0 2



7.1. INTEGRALI ESTESI AD INTERVALLI NON LIMITATI 119

Anche in questo caso la funzione integranda € un infinitesimo per £ — 4o00. Poiché si verifica

facilmente che

. 5 —arctanz
lim =——F——=
r—+00 o

i

ricaviamo, per x > 7,
1 T 1
—(1—¢) < - —arctanx < —(1+¢
(1)< 2 ~(1+¢)

da cui, sempre per il teorema 7.3, deduciamo la divergenza dell’integrale improprio.

Si dice che I'integrale improprio fa+°° f(z)dz & assolutamente convergente se & convergente l'integrale

+o0 . . .« . . . N
[, | f(z)|de.  Si dimostra che ogni integrale improprio assolutamente convergente & convergente
mentre, in generale, non vale il viceversa.

e Esempi

1) Verificare che 'integrale

¢ assolutamente convergente.

Poiché si ha |C‘;¥‘ < ;12’ per ogni z € R, mediante il teorema 7.3 concludiamo che I & assoluta-
mente convergente.

2) Verificare che l'integrale improprio

+00 o3
SN T
I = dz,
1 X

& convergente ma non e assolutamente convergente.

Mediante una integrazione per parti si ha

T gin z cos x ]t T cos T cos x
dr = |— — 5 dr = cos1 — 3 dx.
1 X X 1 1 X 1 X

Poiché 'integrale all’ultimo membro e assolutamente convergente, esso sara anche convergente e

. . N . N . . . . o0
quindi I & convergente. Si puo verificare in modo simile che || 1+ e

ora l'integrale
+00 | &i
- sinx
o [y,
1 T

Poiché si ha |sinz| > sin? z = 1=%2% i ottiene

bl by b b
/ | sin z| dr > / 1 — cos2x do — / 1 do — / cos 2x e
1 €T 1 2x 1 2x 1 2x

Prendendo il limite per b — 400 si riconosce che il primo integrale a secondo membro diverge
mentre il secondo converge. Quindi I diverge.

dx converge. Consideriamo
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7.2 Integrali di funzioni non limitate

Consideriamo una funzione f(x) definita in [a,b) e integrabile in [a, b— €] essendo € un numero positivo
piccolo a piacere. Supponiamo che f(x) sia non limitata in (b — €,b). Chiameremo

1= [ s

integrale improprio di f(z) in [a, b]. Introdotta la funzione di e

b—e
I(e) = f(z)dz,

diremo che l'integrale improprio I & convergente se esiste ed e finito il

b—e
lim I(e) = lim z)dz.
e—07t ( ) e—0t J, f( )
Se tale limite non & finito, diremo che I & divergente, se il limite non esiste diremo che I'integrale non
converge. Analogamente, se f(z) definita in (a,b] & integrabile in [a + €, b] e non limitata in (a,a + ¢€),
diremo che I & convergente se esiste ed e finito il

b
lim / f(x)de,
a+e

e—0t

altrimenti diremo che I & divergente. Si puo anche avere il caso in cui f(z) sia definita in [a, b] escluso
un punto interno c e sia f(z) integrabile in [a,c — €] e in [c + ¢,b], mentre risulti non limitata in
(¢ —€,c+€). In tal caso si pone

/abf(a:)dx: lim [/:Ef(x)da:—l— le(g;)dx],

e—0t

qualora il limite esista e sia finito.

o Esempi

1) Consideriamo l'integrale improprio

21
/ S
1 VT — 1
Posto I(€) = f12+6 L_dx, si ha I(e) = [2\/35 — 1]16 = 2 — 2,/¢, da cui, passando al limite per

V-1
e — 0T, otteniamo

21
dz = 2.
/1 voe—1
Osserviamo che questo integrale improprio puo essere anche ricondotto ad un integrale ordinario
mediante la sostituzione v/x — 1 = t. Si ha infatti,

2 1 1
/ dac:/ 2tdt:/ 2dt = 2.
1 Vo —1 o t 0
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2) Studiare la convergenza dell’integrale improprio

b
1
I:/ — dz,
o x¢

al variare di a € R. Dalla definizione, per a # 1, abbiamo

1 1—a 10 11—« 11—«
—dx—hm —dx—hm [a; } = lim [b _ ]

e—0t Jo x® e—0t [1—a], eor|l—a 1-a

Tale limite € finito se @ < 1 mentre ¢ infinito se « > 1. Se &« = 1 si ha

b1
/ —dx—[lna:] =Inb—Ine.

T

Per € — 07 si ottiene un limite infinito. Concludiamo che I & convergente per a < 1 e divergente
per a > 1.

3) Sia 0 < b < 1eacR. Studiamo l'integrale improprio

b1
1= [ e de
o z|lnz|®

[W]b (UT) N

Per a # 1 abbiamo

I = lim

= a—1
e—0+ a—1

+00 a<l1

€

Per o = 1 si ha poi

1 b
I = lim [— In (ln )] = +00.
e—0t x e

Concludiamo quindi

1 11—
I— LIJL a>1
+o0 a<l1

Come nel caso degli integrali estesi ad intervalli non limitati, si possono ricavare alcune condizioni
sufficienti per la convergenza (o la divergenza) degli integrali di funzioni non limitate. Enunceremo
tali risultati senza dimostrarli.

Teorema 7.4 (Criterio del confronto) Siano f(x) e g(x) integrabili in [a,b — €] e non limitate in
(b—¢€,b) e tali che 0 < f(x) < g(z) in [a,b). Allora la convergenza di f:g(:c) dx implica la convergenza
di f; f(x) dx e la divergenza di ff f(x) dz implica la divergenza di ffg(x) dz
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Teorema 7.5 (Criterio del confronto asintotico) Siano f(x) e g(x) positive e integrabili in [a,b — €|,
non limitate in (b — €,b). Supponiamo inoltre che esista il limite

lim f(@)

x—b~ g(:z) '

Allora se tale limite é finito e diverso da zero, la convergenza (o la divergenza) di fab f(z) dx implica la

convergenza (o la divergenza) di f:g(x) dx e viceversa. Se il limite ¢ nullo la convergenza dell’integrale
di g implica la convergenza di quello di f mentre la divergenza dell’integrale di f implica la divergenza
di quello di g. Infine se il limite & infinito, la divergenza dell’integrale di g implica la divergenza di
quello di f e la convergenza dell’integrale di f implica la convergenza dell’integrale di g.

Si dice che l'integrale improprio fab f(z)dx e assolutamente convergente se l'integrale ff |f(x)|dz e
convergente. Si dimostra anche in questo caso che se un integrale improprio & assolutamente conver-
gente allora e convergente.

Teorema 7.6 Sia f(z) continua in [a,b) e non limitata in (b—e€,b). Se esiste un M >0 ed un o < 1
tali che

) < —2

— ¥ b—e€,b
_(b—$)a7 .’IJG( ¢, )7

allora l’integrale ff f(x) dx é assolutamente convergente. Se invece esiste un M > 0 ed un o > 1 tali
che

Yz € (b—e,b),

allora 'integrale f; f(z) dx é divergente.

e Esempi

1) Studiare la convergenza dell’integrale improprio

1
/ Inzdz.
0

Poiché il limite

lim
z—0t

risulta nullo per 0 < a < 1, concludiamo, per il confronto asintotico, che l'integrale dato e
assolutamente convergente.

2) Studiare la convergenza dell’integrale improprio

1
/ In(tan z) dz.
0

Osserviamo che in un intorno destro dello zero la tangente € maggiore del suo argomento. Quindi
per 0 < e < /4,
|In(tanz)| < |Inz| Vz € (0,¢)

In base all’esempio precedente, tramite il criterio del confronto, concludiamo che I'integrale dato
& assolutamente convergente.
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3) Stabilire la natura del seguente integrale improprio (di Fresnel),

+oo
I= / sin(z?) dz.
0

Osserviamo che mediante la sostituzione 2 = ¢ questo integrale puo essere trasformato in un
integrale improprio di una funzione non limitata. Si ottiene infatti dx = %ﬁdt,

- /+°° Smtdt
0o 2Vt

Lgin t * sin t

EN A VA

Studiamo questo integrale. Si ha
I —
Poiché
sint 1

< -
2t T 2Vt

il primo integrale risulta assolutamente convergente. Si ha poi, mediante una integrazione per

parti,
/Oosmtdt: [_COStr_l/OOCOStdt:1cos1_1/°oC°Stdt.
1 2Vt 2/t |, 4), 32 2 4 /), t3/2

D’altra parte,

1
_1::))7;

cost
$3/2

quindi il secondo integrale & convergente. L’integrale di Fresnel & quindi convergente. Un risul-
tato analogo vale per l'integrale
+oo
/ cos(z?) dz.
0

7.3 Integrali impropri di funzioni di piu variabili

Il concetto di integrazione in domini non limitati o di funzioni non limitate si puo estendere al caso
di funzioni di piu variabili. Per semplicita consideriamo qui il caso delle funzioni di due variabili.
Sia D C R? un dominio non necessariamente limitato ed f(z,y) una funzione non necessariamente
limitata in D. Vogliamo dare un senso alla scrittura

/ /D f(z, ) dady,

che chiameremo integrale improprio di f in D. Supponiamo che esista una successione di domini
contenuti in D, limitati e misurabili {D,,} tali che D,, C D,y per ogni n € IN. Supponiamo inoltre
che lim,,_,oo mis(D,,) = mis(D), essendo mis(D) l'estremo superiore delle intersezioni di D con un
qualunque cerchio. Se f(x,y) ¢ integrabile in D,, per qualsiasi n, e se esiste ed & finito il

lim f(z,y) dzdy,

n—oo D
n
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indipendentemente dalla scelta della successione {D,,}, allora diremo che l'integrale improprio di f in
D & convergente e scriveremo

//D f(z,y)dzdy = nh_g)lo //Dn f(z,y) dzdy

1) Stabilire se I'integrale improprio

e Esempi

dzdy, con D ={(z,y) € R*:0<z*+y*<1}

1
/ /D Vx? + y?
& convergente.

La funzione f non ¢ limitata in un intorno dell’origine. Consideriamo allora la successione di
domini {D,} con

1
Dn:{(x,y)elﬁzzﬁgﬁ—i—?fgl}.

In D, la funzione f & integrabile e si ha

! dedy = Qﬂ 1 dp | do = 5 1 !
bV \ e A )T s )
passando al limite, si trova che I'integrale improprio converge e si ha

3
dzdy = lim dzdy = 3™

1 1
//D 3/x2 _|_y2 n—)oo//n 3/1:2 +y2
2) Stabilire se l'integrale improprio

1
I= _ dad
//Rz 2y 12 0

converge.

Il dominio non ¢ limitato e ha misura infinita. Consideriamo la successione di domini limitati

{D,} dove
Dy, = {(x,y) € R?: 2 + ¢* < n?}.

1 27 n pdp 1
_ _ _dxdy = ——— | df = 1———— .
//n<x2+y2+1>2 v /0 </0 <p2+1>2> ”( n2+1>

Passando al limite per n — oo si ottiene la convergenza e il risultato I = .

Si ha
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7.4 Esempi di calcolo di integrali impropri

Consideriamo qui alcuni esempi notevoli di integrali impropri il cui calcolo richiede tecniche particolari.

+o0 9
1= / e dx.
0
Osserviamo che si puo sempre scrivere

+o0 5 o0 5
I? :/ e ” d:z:/ e ¥ dy.
0 0

+oo +oo
/ e’ dx/ e dy = // e~ (@ +y?) dady,
0 0 D

dove D ¢ il dominio non limitato rappresentato dall’intero primo quadrante. Per calcolare questo
integrale doppio improprio consideriamo la successione di domini D,, = {(z,y) € RT x Rt : 22+ 32 <

n?}. Otteniamo
// e~ @) qzdy = /2 </ e_prdp) do = Z(—G_HZ +1).
. 0 0

da cui passando al limite per n — oo si ha, I? = 7. Si ottiene cosi

/+Ooe_m2dx:ﬁ
0 2’

1) Calcolare I'integrale

D’altra parte

2) Calcolare, se converge, l'integrale improprio

Introduciamo l'integrale ausiliario

X

+o0 3
o= [T ety
0

dove a > 0. Come vedremo tra poco, questo integrale converge e si puo quindi considerare I («, ) come
una funzione di 5. La funzione integranda, pensata come funzione di § e x risulta continua in tutto
il primo quadrante esclusa 'origine, e ammette derivata parziale rispetto a 8 continua. Utilizzando la
regola di derivazione sotto il segno di integrale, abbiamo

(e, B) [T 0 < _axsin5x> G
7{95 —/0 a5 e . dx—/o e cos fx dx.

Mediante una integrazione per parti si ha

b
1
/0 e “cosfrdr = m[a + (Bsinb — acos ﬂb)e_o‘b].
Prendendo il limite per b — 400 si ottiene allora
ol(a, B) !

9B a2+ p%
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D’altra parte I(c, 3)|g=0 = 0. A questo punto integriamo rispetto a 3, ottenendo
I(a,8) = / ﬁ@dﬁ = arctang +c.
Imponendo la condizione I(«,0) = 0, otteniamo ¢ = 0. Per la continuita di I(«, 8) V'integrale I(3) si
ottiene come limite di I(a, 8) per a — 0T. Si ha
per (5>0

per 5=0
-5 per [<0.

S oy

: B
(8) lim arctan —

3) Calcolare, se converge, 'integrale improprio

+o00
I, B) = / e~ cos Bz dx
0

essendo a > 0.
Consideriamo l'integrale

b
Iy(B) = / e~ cos Bz dx,
0
dove « ha il ruolo di un parametro. Derivando otteniamo

dI,(B)
dg

Mediante una integrazione per parti, si ha

b
e -
:—/ e” " ¢in fx x dx.
0

dr 1 b 1
db(ﬂﬁ) = %e_abQ sin 8b — % /0 e~ cos Bxdx = %6_0‘62 sin 3b — %Ib(ﬁ).

Quest’ultima eguaglianza puo essere vista come una equazione differenziale del primo ordine per la
funzione I;(f). L’integrale generale di questa equazione &

Iy(B) = 0674,872 + iefo‘b2 b sin 8b — cos b
AR 2ab 200 ’

Passando al limite per b — +00 si ricava

I(a,B) = lim I(B) = C’e*%.

b—+o00

Per determinare la costante di integrazione C, osserviamo che, dal risultato dell’esempio 1),

+o0 1 +o00 1
I(a,O):/ eO‘Ide:/ enydy:fUE.
0 va Jo 2V a

L’integrale improprio I(«, ) risulta quindi convergente e si ha

+o0 2
o2 1 /m 82
e cosfrdr ==/ —e da.
0 2 (6%



Capitolo 8

Serie numeriche

8.1 Definizioni e operazioni sulle serie

Data la successione di numeri reali {y, }nen si dice serie numerica 'espressione
[ee]
nty2tyst.otynt+.. = E Yn-
n=1

Al fine di attribuire un significato numerico alla somma infinita .~ ; yn, consideriamo la successione
delle somme parziali { Sy }nen, definite da

S1 =1
So2 = y1 + Y2
S3=y1+y2+y3

n
Son=y1+y2+ -t U= Uk
k=1

Se tale successione ammette limite finito S allora tale limite si dice somma della serie numerica. La
serie si dice allora convergente e si scrive

n
S = Ji Sn = lim. ) un

Se il limite ¢ infinito la serie si dice divergente, e se il limite non esiste si dice che la serie € non
convergente o oscillante. Il comportamento di S, per n — 0o si dice anche carattere della serie.

e Esempi

1) La serie
1

1 1 > 1
1‘2+ﬁ+...+7)+..._27

n(n+1 n(n+1)

n=1

127
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e convergente. Infatti si ha

i 1 " /1 1 1 1 1 1 1 1
Sp=3Y = ) =l-S4 -4 4
;k(kJrl) Z(k k+1> 5737373 o n+1

da cui

lim S, = lim —— =1
n—00 n—oon + 1

2) Dato z € R, consideriamo la serie
o0
ltz+a®+2°+ a2 =) 2"
n=1

detta serie geometrica. Osserviamo che

n se r=1

_
11_x$ se x#1.

Sn:1+x+a:2+...+x”1:{

Quindi, se x = 1 la serie diverge. Se |x| < 1 risulta lim,,_,o, 2" = 0. Allora la serie converge e si
ha

1
lim S, =

n—00 1—2x

Supponiamo ora che x > 1. Allora lim,, ,,, 2" = +00, ed essendo 1 — x < 0, si ottiene

. . 1=z
lim S,, = lim = +o00.
n—00 n—oo 1 —x

Infine, se z < —1, il termine z" oscilla in quanto risulta positivo per n pari e negativo per
n dispari ed inoltre |z"| > 1. Ne segue che la serie geometrica risulta oscillante per z < —1.
Riassumendo abbiamo,

oo ¢ oscillante per = < —1
Z 2" 1 {8 convergente per — 1<z < 1
n=1

e divergente per x > 1.

Data la serie y1 + y2 + y3 + ... + yn + ... considero la serie ottenuta da questa eliminando i primi k
termini, ovvero

o0
Ybel FUks2 t o T Un o= > Yne
n=k+1

Questa serie si dice k-esimo resto della serie data. Vale la seguente proprieta.

Teorema 8.1 Una serie e tutti 1 suoi resti hanno lo stesso carattere.
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Dim. Chiamiamo o} la somma dei primi & termini della serie. Avremo

n n—k
Sp = Zyp =0k + Zykﬂo-
p=1 p=1

Posto yi4p = ¥p, la serie 220:1 Up € il k-esimo resto della serie data ed S, = ZZZI Jp la sua somma
parziale. Poiché

n—k
lim S, = lim | o + E Up | = o+ lim S,
n—oo n—oo n—oo
p=1
risulta che se S, converge, convergera anche S, e viceversa. Lo stesso si puo dire se S, ¢ divergente

o oscillante.

Date le due serie numeriche

o)
ity ot Unt o= Un
n=1

oo
t1+t2+...+tn+...:Ztn
n=1

e due numeri reali A, u, la serie

[e.e]

M1+ pity + Az + s 4 M it 4= (A + ),

n=1

si dice combinazione lineare delle due serie. Si ha il seguente risultato

Teorema 8.2 La combinazione lineare di due serie convergenti ¢ convergente.

Dim. Dette S, e S)/ le somme parziali delle due serie ed S,, la somma parziale della loro combinazione

lineare, si ha
n

So =Y e+ pte) =D yp+p Yty = AS), + Sy
k=1 k=1 k=1

Ne segue che, detti S" e S” i limiti delle due somme parziali S, e S/, esistera, finito, il limite S della
successione S, e si avra

S=lim S, =X lim S +u lim S = \S" + pS".
n—oo n— oo

n—oo

Vale la pena osservare che la combinazione lineare di due serie divergenti o oscillanti puo essere
convergente. Ad esempio, per |z| < 1, le due serie

T4+1+.+1+..
(-1 + @ =) 4.+ (@ —1)+..

sono ambedue divergenti ma hanno per somma il primo resto della serie geometrica, che sotto le ipotesi
fatte, risulta convergente.
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8.2 Ciriteri di convergenza

Sia {y,} una successione numerica di Cauchy, ovvero tale che Ve > 0 3 n. € N: VYn,m > n. =
|Ym — yn| < €. Poiché ogni successione numerica di Cauchy in R ¢ convergente, e viceversa, ogni
successione numerica convergente ¢ di Cauchy, possiamo stabilire il seguente criterio di convergenza
per una serie numerica.

Teorema 8.3 (Criterio di Cauchy) Condizione necessaria e sufficiente affinché la serie numerica
> o0 1 Yn Sia convergente é che, fissato € > 0, esista un ne € N tale che per n > n. si abbia

[Yn+1+ Ynt2 + oo + Yntpl <€ (p=0,1,2,...).

Dim. Osserviamo che, posto, m = n + p, si puo scrivere, per qualunque p,

[Yn+1 + Yn+2 + o+ Yntp| = [Sntp — Sul =[S — Sl-

Allora la condizione del teorema si traduce nella condizione che la successione delle somme parziali
della serie sia una successione di Cauchy. Ma questa successione ¢ una successione numerica e la
condizione di Cauchy risulta necessaria e sufficiente per la sua convergenza.

Teorema 8.4 Se la serie numerica z —1 Yn converge, allora lim, o y, = 0.

Dim. Dall’ipotesi di convergenza della serie, applicando il teorema 8.3 per p = 0 si ottiene che, fissato
€ > 0 esiste un ne tale che per n > n. si abbia |y,| < e. Ma quest’ultima condizione equivale a dire
che lim,, oy, = 0.

Dal teorema precedente segue, ovviamente che, se lim,_,~ ¥y, 7# 0 oppure se il limite non esiste affatto,
la serie Y > | yy, sard divergente o oscillante. Viceversa, il fatto che y,, sia infinitesimo non ¢ sufficiente
per affermare che la serie Y 7 | y,, converge. A questo proposito consideriamo la seguente serie,

11
1 _
to gt + + . E

detta serie armonica. In questo caso si ha limn%w% = (0. Tuttavia la serie diverge. Per provarlo
utilizziamo il criterio di Cauchy. Posto p = n, abbiamo

1 n 1 i +1 1+1+ +1 1
n+l n+2 on " 2n  2n on 2

nvolte

Yn+1l + .o + Yo =

Poiché questa disuguaglianza vale per qualunque n, abbiamo |Sa, —Sy| > % Scelto € < %, il criterio di
Cauchy non ¢ soddisfatto, quindi la serie non e convergente. Inoltre, la successione S, risulta crescente
e non puo essere limitata perché altrimenti sarebbe convergente. Quindi .S,, sara divergente.

Teorema 8.5 (Criterio del confronto) Siano fozl Yn € fozl tn due serie a termini non negativi e
tali che y, < t, per ogni n. Allora la convergenza di 27010:1 tn implica la convergenza di Y o7 | yn € la
diwvergenza di Y yn tmplica la divergenza di Y o2, ty
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Dim. Le somme parziali S, della serie > 7 | ¢, costituiscono una successione a termini non negativi,
monotona non decrescente. Se {S,} & convergente essa sara limitata. Dalla disuguaglianza y,, < t,,
risulta allora che S}, = >0y, < > 1 tn, = Sy, quindi anche S), ¢ limitata, ed essendo anch’essa
non decrescente, risultera convergente.

Supponiamo ora che la successione {5/} sia divergente. Allora essa non sara limitata superiormente
e, per la diseguaglianza y,, < t,, anche {5, } non sara limitata superiormente e quindi divergera.

e Esempi

1) Studiare la convergenza della serie
o0

1

n=1

2+
primo resto della serie geometrica di argomento % ed ¢ quindi convergente a 1_711/2 —1=1. Per
il criterio del confronto la serie di partenza sara convergente.

. . N « e e e e . . n < .
Osserviamo che la serie & a termini positivi e risulta ——+ < ==, Vn. Ma la serie S °° (3)" & il
1 2m n=1\2
n

2) Consideriamo la serie
[e.o]

11 1 1
Ittt ot = —,

n=1

detta serie armonica generalizzata. Studiamo il suo carattere al variare di z € R. Per x < 0 si

ha
— 1 —n T > 1
Yn = o n - =1
quindi S,, > n e, utilizzando il criterio del confronto, la serie sara divergente. Per 0 < z < 1
abbiamo
1 S 1
Yn = ﬁ - 57
e quindi, sempre per il criterio del confronto la serie diverge. In particolare, per x = 1 la

serie coincide con la serie armonica. Consideriamo infine il caso z > 1. Introdotta la funzione
flt) = t% essa risulta continua e monotona non crescente per t > 1. Applicando il teorema della

media all’integrale
n+1 1
/ L
n t

n+1 1 1 1
/ —dt= >
T E T

D’altra parte, 'integrazione diretta fornisce

ntl g 1 1 1
L dt= -1~ |-
n U x—1|n* (n+1)*

Ne segue la diseguaglianza

si ottiene

1 < 1 1 1
(n+1)* - z—1|n"1 (n+1)=1]"

Consideriamo la serie dei termini a destra di quest’ultima diseguaglianza, a meno del fattore
1
z—1"
1 1 1 1 1
+ ...+ - +

L= 2z—1 + 2z—1 B 3$71 nr—1 (n+ 1)3:71 e
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la cui somma parziale

1
op=1—+—-——.
" (n+1)z1
Poiché lim, ., 0, = 1, quest’ultima serie risulta convergente e, per il criterio del confronto
risulta convergente anche la serie )7, m Ma, quest’ultima non e altro che il primo resto

della serie armonica generalizzata che risulta cosi convergente. Riassumendo

~— n" | & convergente per z > 1.

i 1 {é divergente per x <1

Teorema 8.6 (Criterio del rapporto o di D’Alembert) Sia > .2 | yn una serie a termini positivi. Se
accade che

lim 2L — A,

n—oo yn

essendo 0 < X\ < 1, allora la serie é convergente. Se invece ¢ X > 1 la serie é divergente.

Yn+1

Dim. Supponiamo che lim;, o == = A < 1. Considerato un numero ¢ tale che A < ¢ <1 e posto
€ = ¢ — A, dalla definizione di limite esistera un n. € IN tale che

Ynil < q, vn > ne.
Yn
Ne seguono le diseguaglianze
Yn+1l < QYns  Yn+2 < QYn+1 < qzyn, .. Y1 > n,

da cui
!

Ynt+1 T+ Ynt2 + - T Yntl < Yn § qp.
p=1
Poiché la somma a secondo membro di questa diseguaglianza € la somma parziale del primo resto della
serie geometrica con argomento minore di uno, che ¢ convergente, la serie

Yn+1l + Ynt2 + -

dove n ¢ un qualunque numero intero maggiore di n., risultera convergente. Ma quest’ultima, €
I'n-esimo resto della serie di partenza, che dunque risultera convergente.

Supponiamo ora A > 1. In questo caso esistera un indice v tale che, per n > v si abbia y,4+1 > Yn.
Quindi dovra aversi lim,_, . yn > 0 e questo implica che la serie non puo essere convergente. Infine,
essendo a termini positivi, la serie dovra necessariamente divergere.

e Esempi

1) Studiare il carattere della serie > > | .

Applicando il criterio del rapporto otteniamo

yn+171n+1
yp 2 n
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il cui limite, per n — oo € % La serie e allora convergente.

nn

2) Studiare il carattere della serie »_>° | "t

Applico ancora il criterio del rapporto e trovo

1 n
Ynt1 _ <1+ ) ‘
Yn n

Poiché lim,,— o (1 + %)n = ¢, la serie risultera divergente.

3) La serie
2 n—1 0 n—1
x T x
14=4+=4+...+— =+ .. = —_—
Tttt Tt ;(n—l)!’

si dice serie esponenziale. Per x > 0 la serie risulta essere a termini non negativi. Per z = 0 si
ha S;, = 1 quindi la serie & convergente. Per x > 0 si ha

Ynr1 2" (n—-1)! =

Yn n! a1 n’

Poiché lim,,, 7 = 0, ne segue che la serie esponenziale ¢ convergente per x > 0.

4) La serie
2 3

€T T
R R +—+ Z—

e detta serie logaritmica. Per z > 0 essa ¢ a termini non negatwl. Poiché si ha
Yn+1 N

Yn n+1’

ne segue lim,,_, yZ“ = z. Quindi essa e convergente per 0 < z < 1 e divergente per x > 1. Per

x = 1 essa coincide con la serie armonica quindi risulta divergente.

Teorema 8.7 (criterio della radice). Sia Y, | yn una serie a termini non negativi. Supponiamo che
esista, finito, il limite

Jim, o =L,

Allora, se risulta 0 <1 < 1, la serie converge, mentre se risulta | > 1 la serie diverge.

Dim. Dall’ipotesi, fissato € > 0, esistera un indice v € IN tale che
l—e< Yyn <l+e, per n > .
Se 0 <[ < 1, allora, per € sufficientemente piccolo si ha ¢ =1+ ¢ < 1 e quindi
Yyn <q = yn<q".

Poiché ¢™ ¢ il generico termine di una serie geometrica di ragione minore di 1, la serie delle g™ converge,
e per il criterio del confronto, convergera anche la serie di partenza.
Se [ > 1, sempre per un opportuno €, si avra p =1 — ¢ > 1, da cui

VYn > Dy =  Yn >pn.

Poiché in questo caso la serie di termini p™ sara divergente, per il teorema del confronto si avra la
divergenza della serie di partenza.
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o Esempi

1) Studiare il carattere della serie

2
i <n -1 ) "
- .
n=1
Si tratta di una serie a termini non negativi. Applicando il criterio della radice si ha

W n—1\" —1\" 1\" 1
lim (" ) — lim (” ) — lim (1—) — - <1

Ne segue la convergenza della serie.

2) Studiare il carattere della serie

n
n=1 3
La serie ¢ a termini positivi. Applicando il criterio della radice,

2
l' n 5n+ﬁ ]_ . n+2/n 5
11m

La serie risulta dunque divergente.

OSSERVAZIONE. Come nel caso del criterio del rapporto, se [ = 1 il criterio della radice non
premette di dedurre la convergenza o la divergenza di una serie. Come esempio si consideri la
serie armonica generalizzata .7, L. Si ha, per qualunque ,

n=1 nv"
lim {/— = lim n~®/" =1,
n—o0 n% n—oo

Come sappiamo, la serie puo essere convergente o divergente a seconda del valore di z ma il
criterio della radice, in questo caso, non permette di stabilire il carattere della serie.

8.3 Serie alternanti e serie assolutamente convergenti

Si dice alternante una serie i cui termini sono alternativamente positivi e negativi. Se, per esempio, il
primo termine € positivo, tutti i termini di posto dispari saranno positivi e tutti quelli di posto pari
saranno negativi. Ad esempio ¢ alternante la serie

1 1 1 (—1)nt = (—1)nt
-+ -+ +—— =)
2 + 3 4 L n * nz::l n

Si puo dimostrare che se i valori assoluti dei termini di una serie alternante formano una successione
monotona, allora la serie non ¢ divergente. Pili in particolare si ha il seguente risultato
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Teorema 8.8 Data una serie alternante con y; > 0, supponiamo che la successione {|y,|} sia
monotona decrescente e che limy, oy, = 0. Allora la serie converge e la sua somma €& un numero
positivo S < y.

Dim. Consideriamo le somme parziali di ordine pari So,. Si puo scrivere
San = (ly2| = ly2l) + (lys] = [yal) + - + (ly2n—1] = ly2n)-
Poiché {|y,|} & decrescente, la successione {Ss,} risulta crescente. D’altra parte si pud anche scrivere

Son = |y1| — (lye| — lysl) — (Jyal = lys]) — .- — |y2nl;

quindi risulta 0 < Sg,, < y1 cioe {Sy,} € limitata. Essa risultera allora convergente. Denotiamo con S
il suo limite.

Consideriamo ora le somme parziali di ordine dispari So,41. Poiché si ha So,41 = S25, + y2n+1, tenuto
conto dell'ipotesi lim,, oo ¥ = 0, si ricava

T}g& Sont1 = nliﬁnélo(szn + Yont1) =S+ Jggo Yont1 = S.

Si conclude allora che le somme parziali pari e le somme parziali dispari convergono allo stesso limite
che & la somma della serie.

e Esempio

—1)n—1 . , . . —1)"
Consideriamo la serie Z;;o:l ( 12L . Poiché si ha 1 > % > % > ... ed anche lim,_ ., % =0,
per il teorema precedente la serie risulta convergente.

. . o0 N . . o @]
Diremo che la serie >~ ; y, € assolutamente convergente se risulta convergente la serie > " |yn|.

Teorema 8.9 Ogni serie assolutamente convergente & convergente.

Dim. Osserviamo che, per ogni n si ha —|y,| < yn < |ynl, da cui 0 < yp, + |yn| < 2|yn|. Per ipotesi
abbiamo che Y 7, |yn| ¢ convergente e quindi lo sara anche la serie Y 2 | 2|y,|. Per il criterio del
confronto allora sara convergente anche la serie > > | (yn + |yn|). D’altra parte si ha

n

Su=> gk =D (r+Ilysl) = D lusl
k=1 k=1

k=1

da cui, passando al limite per n — oo, {5, } risultera convergente perché differenza di due successioni
convergenti.

—pnt o
(ot

La semplice convergenza non implica l'assoluta convergenza. Per esempio, la serie > -
convergente ma la serie dei valori assoluti ) -, % risulta divergente.

Per le serie assolutamente convergenti vale la disuguaglianza triangolare per somme infinite, ovvero
i+ y2+ oty o Sl el 4yl £

Infatti, data la serie Y - | y, assolutamente convergente, denotate con S, ed S, rispettivamente le
somme parziali della serie e di quella dei suoi valori assoluti, avremo
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in forza della disuguaglianza triangolare per somme finite. Passando al limite per n — oo, per la
convergenza della serie e denotate con S e S rispettivamente la somma della serie e quella dei suoi
valori assoluti, otteniamo

—§<8<5, = |5<5,
che ¢ quanto volevamo dimostrare.

Le serie assolutamente convergenti godono inoltre della proprieta di commutativita della somma. Si
puo dimostrare infatti che se si scambiano di posto i termini di una serie assolutamente convergente
la serie risultante continua ad essere assolutamente convergente e la sua somma non cambia. Questa
proprieta non vale in generale per una serie non assolutamente convergente.

e Esempio

_1\yn—1
Abbiamo gia visto che la serie Y7, ( 17)1 non ¢ assolutamente convergente ma e convergente.
Chiamiamo S la sua somma. Cambiamo l'ordine degli addendi della serie in modo tale che ogni

termine positivo sia seguito da due termini negativi, ovvero

111+111+111+
2 4 3 8 5 10 12

Per effetto del cambiamento di ordine la serie ha cambiato somma.




Capitolo 9

Serie di funzioni

Si dice serie di funzioni la serie

Fi(@) + fo(@) + o+ fole an

i cul termini sono funzioni definite in un certo intervallo A dei reali. Le serie

g 2" (serie geometrica),

o0
1 . . :
g —, (serie armonica generalizzata),
nm
n=1
0 n—1
x . .
g ——, (serie esponenziale),
(n—1)!
n=1
o
E —, (serie logaritmica),
n

n=1
gia considerate nel capitolo precedente, sono esempi di serie di funzioni.
Se una serie di funzioni risulta convergente in tutti i punti di un insieme D C A diremo che la serie &
convergente in D. Diremo poi che > 7 f,(z) & assolutamente convergente in D se & convergente la
serie Y >, |fn(z)|. La somma S(z) di una serie di funzioni convergente in D & una funzione definita
in D.

9.1 Convergenza uniforme

Sia Y >7; f(x) una serie di funzioni, convergente in D. Si dice che la serie & uniformemente convergente
in QC Dse Ve>0,3v, € N:Vn> v, Ve eQ = [S,(z) — S(z)| < e B importante notare che il
numero v, dipende qui da € ma non da x. La convergenza uniforme implica la convergenza della serie
di funzioni punto per punto in ). Tuttavia una serie di funzioni puo essere convergente in un punto
ma non essere uniformemente convergente in quel punto.

e Esempi

1) Verificare che la serie

Z\/ﬁm

137
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converge uniformemente in [—1, 1].

Osserviamo che la serie data & alternante ed & fi(z) = ﬁ > 0,Vz € [—1,1]. Inoltre, la

successione dei valori assoluti {|fy, ()|} risulta monotona decrescente per ogni x € [—1,1] e si
ha lim,, o fn(x) = 0. Ne segue che la serie ¢ convergente in [—1,1]. Consideriamo ora il resto
n-esimo della serie data,

1 1
n
— + ..
Vi—224n+1 V1—-224n+2

R 1 1 . .
Poiché si ha |R,(z)| < Tt < detta S(x) la somma della serie, risulta

R () = (1)

Su(z) — S@)] = [Ral@)] < -

Quindi, fissato € > 0 si ha [S,,(z) — S(z)| < € per n > v = 1, per ogni z € [-1,1]. Il numero v
¢ indipendente da x quindi la serie & uniformemente convergente in [—1, 1].

2) Consideriamo la serie
Z(a;" — 2" ),
n=1

La somma parziale n-esima &
Spz)=@@-D+@* )+ @ -2 +.. +a2" —a" = —1+2",

quindi
-1 0<z<1
lim S,(z) = { per U= .
n—00 0 per =1

La serie ¢ dunque convergente in [0,1]. Per esaminare I'uniforme convergenza, osserviamo che,
fissato un € € (0, 1) la diseguaglianza

|Sn(z) — S(x)] <z <e, Vrel0,1),

¢ soddisfatta per n > log, € = v(e, x). Poiché comunque si scelga e, si ha lim,_,;- log, € = +o0,
non esiste un v tale che per n > v sia soddisfatta la condizione di convergenza per ogni = €
[0,1]. La serie quindi non ¢ uniformemente convergente in [0, 1]. Osserviamo infine che, se ci
restringiamo a considerare la serie nell’intervallo [0,1—¢], con 0 < § < 1 allora la diseguaglianza
™ < e risulta soddisfatta per

- Ine

n> -~
In(1 —9)
Possiamo dire allora che la serie risulta uniformemente convergente in [0,1 — ¢]. A ulteriore
commento dei due esempi precedenti, riportiamo in figura la rappresentazione grafica delle somme
parziali delle due serie

= V..

Il seguente teorema stabilisce una condizione sufficiente per la convergenza di una serie di funzioni.
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31

i
AN

s
=3
—_

Teorema 9.1 (Criterio di Weierstrass). Data la serie di funzioni Y .- | fn(x), dove le fn(z) sono
definite in D, supponiamo che per ogni z € Q C D, con Q chiuso, si abbia |fn(x)| < an, n=1,2,...,
e che la serie numerica y o an sia convergente. Allora la serie Y - | fn(x) risulta assolutamente e
uniformemente convergente in €.

Dim. Dalla diseguaglianza | f,,(z)| < ap, n = 1,2, ..., mediante il criterio del confronto, deduciamo che
la serie Y 7 | fn(2)| risulta convergente per ogni x € Q quindi la serie ¢ assolutamente convergente in
Q. Proviamo che essa & anche uniformemente convergente. Posto > -7, fn(z) = S(z) e Y 7 an =0,
si ha, per ogni x € €,

15n(@) = S(2)| = [frnt1(2) + frt2(@) + .| < [frpr ()] + [frsa(@)] + ..
< apy1 +apy2+...=0—o0p.

Ne segue che, per la convergenza di ) 7 | an,
Ve>0, v, e N:Vn>v. = |o,—0| <e.

Ma questo implica che |S, () —S(x)| < €, ¥n > v, indipendentemente da z. Concludiamo che la serie
di funzioni & uniformemente convergente.

e Esempio

Studiare la convergenza della serie di funzioni

00 .
Z S1In nNr
2 2 2°
n=1 n®+ (4 z )n/

I termini della serie sono funzioni definite in [—2,2]. Si ha

sin nx
n? + (4 — z2)n/2

| sin nx|
= <

1
—, Yn=12 .., Vre [—2,2].
n?+4/(4—z2)" ~ n

Poiché la serie ) 7, 7712 converge, per il criterio di Weierstrass la serie di funzioni converge

uniformemente in [—2, 2].
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Le serie uniformemente convergenti godono di alcune proprieta notevoli.

Teorema 9.2 Se si moltiplicano tutti ¢ termini di una serie di funzioni uniformemente convergente in
a, b] per una funzione g(x) limitata in [a,b], allora la serie risultante Yo7 | g(x) fu(x) € uniformemente
convergente in [a,b).

Dim. Poiché si suppone g(z) limitata in [a, b], esisterd un C' € R* tale che |g(z)| < C, Vz € [a,b]. Si
puo scrivere allora

> 9(@) fu(x) = g(2)S(2)| = lg(2)||Sn(z) = S(x)| < C|Su(x) = S(2)|, Vz € [a,b].
k=1

Selaserie Y7 | fn(x) converge uniformemente, convergera uniformemente anche la serie Y7 | g(z) fn ()
e la sua somma sara g(x)S(z), definita in [a, b].

Teorema 9.3 Se la serie Y >~ fn(x) € uniformemente convergente in [a,b] e i suoi termini sono

funzioni continue in [a,b], allora la somma della serie é una funzione continua in [a,b].

Dim. Consideriamo un punto xg € [a,b] ed un incremento h tale che zg + h € [a, b]. Poiché la serie &
uniformemente convergente in [a, b], fissato € > 0 si avra

€ €
‘Sn(wo)—S(.To)’ < g, ‘Sn(m’o—i-h)—S(xo—i-h” < g,

per ogni n > v, € IN indipendentemente dalla scelta di x¢ in [a, b] e di h. Poiché le funzioni f,(z) sono
continue, la somma parziale S, (z) sara una funzione continua quindi, preso un qualunque n, esistera

un 6.(n) tale che per |h| < dc(n) si abbia

|Sn(xo + h) — Sp(xo)| <

Wl ™

Se scegliamo allora n > v, e, in corrispondenza, |h| < dc(n), risultera

|S(zo + h) — S(x0)| =
|S(zo + h) — Sp(zo + h) + Sp(xo + h) — Sp(zo) + Sn(xo) — S(xo)| <
’S(x() + h) — Sn(xo -+ h)‘ -+ ‘Sn(xo -+ h) — Sn(:ro)‘ -+ ‘Sn(l’o) — S(aﬁo)’ < €.

Ma questa non ¢ altro che la condizione di continuita della funzione S(x) in xg. Poiché il risultato
vale per qualunque xq € [a, b], la somma della serie risulta continua in tutto [a, b].

Osserviamo che se viene a mancare 'ipotesi di convergenza uniforme, la semplice continuita dei termini
della serie non ¢ sufficiente a garantire la continuita della somma.

o Esempi

1) Consideriamo la serie precedentemente studiata
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Abbiamo gia visto che questa serie non ¢ uniformemente convergente in [0,1]. Le funzioni
fn(x) = 2™ — 2"~ sono continue in [0, 1] mentre la somma risulta discontinua in x = 1, in

quanto,
S(2) —1 per 0<z<1
xTr) =
0 per x =1.

2) Abbiamo visto che la serie armonica generalizzata Y - ; n—lz e convergente per x > 1. Preso

un « > 0, questa serie risulta uniformemente convergente per x > 1 + «a. Infatti si ha

1 1
ne = plta’
e poiché la serie > >° nl% e convergente, per il criterio di Weierstrass la serie armonica gene-
ralizzata € uniformemente convergente per z > 1 + . Ne segue che la funzione
o
1
((z) = ne’
n=1

¢ continua per x > 1. Questa funzione € nota come zeta di Riemann.

Si possono dimostrare anche i seguenti teoremi che qui non dimostreremo.

Teorema 9.4 Se la serie di funzioniy .- | fn(z) converge uniformemente a S(x) in [a,b] e le funzioni
fn(z) sono continue in [a,b], allora la serie é integrabile termine a termine ovvero,

[ s@a=Y [ nea
) n—1" o

per ogni xo € |a,b]. Inoltre la serie a secondo membro converge uniformemente in [a,b].

Teorema 9.5 Sia Y >, fo(x) una serie convergente i cui termini sono funzioni derivabili in [a,b).
Supponiamo che la serie delle derivate > > f}(x) converga uniformemente in [a,b]. Allora la serie
¢ derivabile termine a termine ovvero,

L8(0) =Y falw), Vo€ lad]
n=1

9.2 Serie di potenze

Siaxg € Rec, € R, Vn € IN. La serie

o0
Z en(x — )",
n=0

si dice serie di potenze e i numeri ¢, si dicono coefficienti della serie. E evidente che ogni serie di potenze
converge per z = zo. In tal caso infatti si ha > 2 cp(x — 29)" = ¢o. Mediante il cambiamento di
variabile £ — zg = X si puod sempre scrivere una serie di potenze nella forma »~>7 ; ¢, X"
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Teorema 9.6 (di Abel). Se la serie di potenze y >, cnx™ converge per x = x1 # 0, allora essa
converge assolutamente per tutti gli x tali che |x| < |z1]|. Se essa diverge per v = x2, allora essa non
convergera per tutti gli x tali che |x| > |z2].

Dim. Se Z;'LO:O cpx™ converge in 1 avremo necessariamente che lim,, . ¢,27 = 0. Ne segue che esiste
un maggiorante M dei termini della serie Y > cpaf ciot |epzf| < M, Vn. Scelto allora |z| < |z
avremo

n
len®™| = [enat| < Mq",

T
I

essendo ¢ = |z/z1| < 1. Ma il termine a secondo membro ¢ il termine generale del primo resto di una
serie geometrica di argomento minore di uno, che € convergente. Ne segue, per il criterio del confronto,
che la serie data & assolutamente convergente per |z| < |z1|.

Supponiamo ora che la serie di potenze diverga per x = x2 e ragioniamo per assurdo. Supponiamo
che per un z tale che |z| > |z2| la serie converga. Allora, per quanto dimostrato prima, essa deve
convergere anche per x = x3. Ma cid contraddice l'ipotesi, quindi la serie non converge per |z| > |z2].

Il teorema di Abel ci permette di suddividere I’asse reale in intervalli di convergenza di una serie di
potenze ed intervalli di divergenza. Tali intervalli sono simmetrici rispetto all’origine.

divergente convergente divergente

a xy ROEy 0 % R Ep b

Definiamo raggio di convergenza di una serie di potenze, ’estremo superiore dell’insieme dei valori x;
per i quali la serie converge e lo denoteremo con R. Diremo quindi che una serie di potenze ha raggio
di convergenza R se essa converge nell'intervallo (—R, R). Tale intervallo puo essere chiuso o aperto a
seconda che la serie converga o meno per x = +R. Se la serie converge solo per x = 0 allora porremo
R = 0. Se l'insieme dei valori x; per i quali la serie converge non & limitato, porremo R = oco. In
generale Uintervallo di convergenza della serie 7 cp(x — 20)™ ¢ I'intervallo aperto (zg — R, zo + R)
oppure l'intervallo chiuso [xg — R, z¢ + R).

Per determinare il raggio di convergenza di una serie di potenze si puo fare uso di uno dei criteri
di convergenza studiati per le serie numeriche. Supponiamo per esempio, che esista e sia finito, il
seguente limite

Cn

e applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti > >~ |c,z™|. Si ha

1
Cnp12" T Cnt1

= lim

n—o0

lim
n—0o0

|z = L|z],

cpx™ n
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da cui segue che per |z|L < 1 la serie converge e per |z|L > 1 la serie diverge. dalla definizione di
raggio di convergenza si ottiene allora R = 1/L. Si ricava cosi la seguente formula per il calcolo del
raggio di convergenza

Cn

R = lim

n—o0

Cn+41

e Esempi

1) Determinare l'intervallo di convergenza della serie di potenze > oo, (—1)""tna™.

Calcoliamo il raggio di convergenza

=1.

:lim m — =
n—ocon + 1

n—oo

R = lim

n—o0

‘ (-1 1n ’: : n
(=Dr(n+1)

Cn+1

Ne segue che la serie & assolutamente convergente per —1 < x < 1. Studiamo ora la convergenza

nei punti estremi di questo intervallo. Per x = —1 si ottiene la serie
o0 oo oo
St = S I = - o
n=1 n=1 n=1

che e palesemente divergente. Per x = 1 si ha

(-1 a1y = (-1,
n=1 n=1

che e una serie oscillante. Concludiamo che I'intervallo di convergenza della serie data ¢ I'intervallo
aperto (—1,1).

2) Determinare 'intervallo di convergenza della serie di potenze

oo
(_1)71—1
— 3)".
,; o (x +3)
Calcoliamo R.
1 2n+1 1
R = lim = lim (n+)—lim2<1+>—2.
n—00 | Cpo n—00 n2n n—00 n
Dunque la serie converge assolutamente nell’intervallo |z + 3| < 2, ovvero per —5 < = < —1. Per
x = —5 si ha la serie
i (_1)n71( )n _ i (_1)277,71 _ - 1
n=1 n2n n=1 n n=1 n
che risulta divergente. Per x = —1 si ha
i (=D)"" o, i (="
n2m N n
n=1 n=1

che sappiamo essere una serie convergente. Ne segue che intervallo di convergenza della serie
di partenza ¢ (—5, —1].
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3) Determinare l'intervallo di convergenza della serie di potenze

i ac—2)

n=1
Si ha
lim En =
n—00 | Cp41
1)+t 1\" 1\"
m1m+;)zlmch)(n+nzlm10+>(n+nz+m.
n—00 n n—00 n n—oo n

Ne segue che il raggio di convergenza & infinito e la serie converge in tutto R.

4) Determinare 'intervallo di convergenza della serie di potenze

o0
E nlz™.
n=>0

Poiché si ha | .
= lim ni = lim —— =0,

. Cn
lim
n—0o0

Cn+1

il raggio di convergenza & zero. La serie converge allora solo per z = 0 e si ha S(0) = 1.

Facendo uso dei teoremi sulle serie di funzioni uniformemente convergenti, si puo dimostrare che una
serie di potenze convergente in (zg — R,zo + R), converge assolutamente e uniformemente in ogni
intervallo chiuso contenuto in (xg — R,x9 + R). Da questo risultato segue immediatamente che la
somma, di una serie di potenze ¢ una funzione continua in un qualunque intervallo chiuso contenuto
in (zo — R,zo + R). Risulta inoltre che ogni serie di potenze € integrabile termine a termine e si ha

fgee

L’intervallo di convergenza R di quest’ultima serie & uguale a quello della serie di partenza, R. Infatti
si ha

= 1:1;‘
n:(]n+

cpn n+2
n+1 cpt1

n-+ 2 .
= lim
n-+1 n—00

R= lim ‘| = R.

n—oo

Cn+1

Si puo inoltre dimostrare che le serie di potenze possono essere derivate termine a termine mantenendo
il proprio raggio di convergenza, ovvero

(z) g e g nepx™ !,
dx

n=1
ney,
(n+ 1)epta

Cn n Cn

= lim = R.

= lim =
n-+1 n—00

n—o0

R = lim

n—oo

Cn+1 Cn+1

Poiché la serie derivata e una serie di potenze con lo stesso raggio di convergenza essa puo essere
derivata un numero arbitrario di volte.
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9.3 Serie di Taylor

Si dice che una funzione f(x) & sviluppabile nella serie di potenze Y ° cn(x — x0)" nell’intervallo
(xo — R, zo + R) se la serie di potenze converge e la sua somma ¢ f(z). Se la funzione ¢ derivabile
un numero arbitrario di volte, i coefficienti ¢, dello sviluppo sono univocamente determinati da f(z).
Infatti, posto

f(x) = o+ c1(x — m9) + ca(x — 20)? + ... + culT — 20)" + ...\

derivando n volte si ha f(zq) = nle, da cui

£ (o) ‘

Cp — |
n:

Ne segue che se f(z) e sviluppabile in serie di potenze, il suo sviluppo &
/ Loy 2 1 (n) n
f(x) = f(xo) + f'(wo)(z — z0) + 3/ (zo)(x —20)" + ... + if (z0)(x —w0)" + ...

Sia f(x) una funzione derivabile un numero arbitrario di volte in [a, b] e sia z¢ € (a,b). L’espressione

H(xo)
2

f(x) = f(zo) + f(wo)(z — x0) + (2 —20)% + .+ Y (2 — 20)" + ...

si dice serie di Taylor della funzione f(z). Nel caso in cui g = 0 questa serie prende anche il nome
di serie di MacLaurin. Da quanto visto sinora, una funzione sviluppabile in serie di potenze ammette
come sviluppo proprio la serie di Taylor. Viceversa, la serie di Taylor di una funzione f(x) puo non
convergere a f(x) e quindi puo non essere lo sviluppo in serie di potenze di f(z).

e Esempio

La funzione

e 12 g #0
xTr) =
O
& derivabile infinite volte in tutto R e si ha f("(0) = 0, Vn. La sua serie di MacLaurin & dunque

0+0-24+0-22+...+0-2"+...=0.

Ne segue che la funzione data non e sviluppabile in serie di Taylor.

Teorema 9.7 Condizione sufficiente affinché una funzione f(x) sia sviluppabile in serie di potenze
(cioé in serie di Taylor), nell’intervallo (xo — R, xo + R) é che ammetta derivate di qualsiasi ordine
in (xo — R,z0 + R) e che in questo stesso intervallo tali derivate siano limitate.



146 CAPITOLO 9. SERIE DI FUNZIONI

Dim. Consideriamo la formula di Taylor per la funzione f(z) con resto nella forma di Lagrange

n ) (g (n+1)
f(z) = Z fk('o)(x —z0)* + M(x —x0)"™, €€ (x0,2).
k=0

La dimostrazione del teorema consiste nel provare che
n k)
. F®) (o) k
fl) = lim 30 (),
k=0
ovvero, che

FIE)

Jo S/ . n+1:
L P

Sfruttando la limitatezza delle derivate, abbiamo | f("+1) (x)| < M, ¥n, Yz € (zg — R, zo + R) e quindi

— n+1 _ n+l n+1
(x — x0) £ (g)] < M!x xo| < R .
(n+ 1) (n+1)! (n+1)!
Ma la serie
o0 RnJrl
= (n+1)!

converge in quanto e il primo resto di una serie esponenziale, quindi deve essere necessariamente
) RnJrl
lim ———— =0.
n—oo (n 4 1)!
Ne segue che il resto della serie ¢ un infinitesimo per n — oo e quindi che la serie di Taylor di f(x)
converge e ha per somma f(x).

o Esempi

1) Serie esponenziale.

Consideriamo la funzione f(x) = e che e definita in R ed ha derivate di qualunque ordine.
Vogliamo studiare la sua sviluppabilitd in serie di MacLaurin. Preso R € R*, per z € [-R, R]
si ha

[f" (@) = e < ef,

che comporta la limitatezza delle derivate di qualunque ordine. Per il teorema 9.7 la funzione &
dunque sviluppabile in serie di potenze in [—R, R]. Ma questo risultato vale comunque si scelga
R quindi f(z) = e® & sviluppabile in serie di MacLaurin in tutto R. Si ricava cosi la nota serie

esponenziale,
63”—1—1-2—1-3;2—1- + o
B o2 (=1

2) Sviluppo di sinz e coszx.

Consideriamo la funzione f(x) = sinz che ¢ definita in tutto R ed ¢ C*°. Comunque preso
R e R* siha
|sinz| <1, |cosz|<1, Vzel[-R,R],
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quindi, per il teorema 9.7 la funzione e sviluppabile in serie di MacLaurin in [—R, R| e quindi in
R. Si ottiene
. 23 . oI . (—1)ng2n+l
smr=0r——+4+———+..+ ———
357 (2n+1)!

Un risultato analogo si ricava per la funzione cosz il cui sviluppo &

x2 ZL‘4 .I‘G (_1)nx2n

COS$:1_E+1_6+W+W+M

3) Serie binomiale.

Consideriamo la funzione f(z) = (1 + z)® con a € R, per x > —1. Vogliamo esaminare la
sviluppabilita di questa funzione in serie di MacLaurin. Osserviamo che, in un intorno dello zero
le derivate della funzione non sono limitate. Per esempio, se scegliamo xz = —%, le derivate di
f per tale valore sono potenze di 2. Tali potenze crescono al crescere dell’ordine di derivazione
in modo esponenziale. La condizione sufficiente del precedente teorema di sviluppabilita non &
dunque soddisfatta. Tuttavia si puo dimostrare che la funzione data e sviluppabile in serie di
MacLaurin in tutto lintervallo (—1,1).

Derivando la funzione e calcolando le derivate in z = 0, si ha

f(0)=1
f(0)=a
f1(0) =a(a—1)

FM0) =ala—1)(a—2)..(a —n+1)
La serie di MacLaurin di f & data quindi da

-1 —1)..(a—n+1
1+ax+a(a2' )a:2+...—|—a(a ) ('a nt )x”+...
. n.

Calcoliamo il raggio di convergenza di questa serie.

n+1

a—n

= lim =1.

n—oo

R = lim

n—oo

Cn+1

La serie risulta quindi convergente in (—1,1). Per dimostrare che la serie converge proprio a
f(z) osserviamo che si ha

A+2)f'(x) =af(z),  f(0)=1,

In altri termini, la funzione f soddisfa un problema di Cauchy del primo ordine. E facile verificare
che la somma S(x) della serie, soddisfa tale problema. Infatti si ha S(0) = 1. Inoltre la serie ¢
uniformemente convergente in un qualunque intervallo chiuso contenuto in (—1,1) ed & quindi
derivabile termine a termine. Si ha quindi

(a—1)(lao—n+ 1)$n71

D) E_—

S'(z)=a+ala—1)z+..+ a
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da cui
+tajatale—1r+..+ e 1(31—(01)7 n+1) n

= aS(z)

Poiché il precedente problema di Cauchy ammette una sola soluzione, concludiamo che la somma
della serie coincide con la funzione f(z). La funzione ¢ dunque sviluppabile in serie di MacLaurin
in tutto l'intervallo (—1,1). La serie cosi determinata si chiama serie binomiale. Essa si puo

porre nella forma
o0
o _ Q n _
(1+x) —Z(n>x , x€(—=1,1),

n=0

. .« . T - .
dove i numeri <n)’ detti coefficienti binomiali, sono definiti da

(z) oo 1)..;;04—714- 0} <fg> _1

4) Serie logaritmica.

Consideriamo la serie binomiale per « = —1. Otteniamo lo sviluppo
! =l-z+2* -2 +.. +(-1)"2" + .., z e (—1,1).
1+2

Integrando ambo i membri ricaviamo
/wf_ x(1_§+f2—§3+ + (=1)"€" +...)d¢€
1t¢ ; ) d€,

da cui, per I'integrabilita termine a termine, otteniamo lo sviluppo

.T2 333 (_1)nxn+1
In(1 = —4+ =4+ ..+ —— 4+ ..
n(l+z)=2x 5 + 3 + ...+ T +

che risulta valido per z € (—1,1).
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